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Eccellentissimo Principe, 



A coloroy Eccellenttoimo Principe , i iinali sono per istitnto 
consacrati alia istrazlone della gioYentu, toroano sempre dolci 
e gradite le cure da essi riputate gioyevoli a render plana la 
scienza ai suoi novelli cultori. Imperocchi non solo ei ven- 
gono a dimostrare con quelle V amore che nutrono per il 
ministero di che sono investUi, ma benanche ne rendono a 
loro stessi piii agevole TeserciziOi e Teffetto atile piu sicuro. 
E per6 se non mi astenni dal pubblicar colle stampe i miei 
trattati delle Matematiche minor! , quando per nfizio doveva 
specialmente ad esse rivolgere i miei pensieri, decorsi ormai 
piu anni da che fui chiamato a leggere il Galcolo sublime , 
non ho Toluto tenermi dal render di pubblica ragione quelle 
dottrine che formano presentemente il subietto delle mie le- 
zioni. Tantopiii che pochi, per non dire pochissimi, essendo 
i trattati italiani i quali possano servir di guida ad una 
pubblica e compiuta lettura intomo a siCTatta materia » confi- 
dai che il mio non tenue lavoro dovesse riuscire non men 
profitteyole che gradito. N& tacer6 che Tanimo mio si raffer- 
maya vie piii in questa piacevol flducia nel considerare 
che io non tralasciata nessuna dottrina di conto, aveya ag- 
giunte non poche noyitjiy ed osseryata una seyeritJi grande 
ne* fondamentali principj, e mantenute in ogni parte del libro 
(perch^ il rigore del ragionamento fosse non che nell' intimo 
delle dimostrazioni anco nell* esteriore) le maniere di parti- 
zione degli antichi geometric le quali a parer mio sono le 
sole di che s* informi il metodo yeramente scientifico. 



Fatto adimqoe proposito di mettere in hice qpaesto fnitto 
de* miei assidui studi, ebbi tosto yagbezza, Eccellentissimo 
Principe, di offerirlo a Yoi, come a persona degnissima, cui io 
ambiya di mostrare non senza qaeUa. sotennitii cbe per me si 
potesse maggiore la mia diyozione. N^ yi sark certo chi troyi 
alcon elemento di adulazicme nel rispettoso atto ; peroccb^ Yoi 
siete geometra cbiaro, ed ayete yalore da porre il pie senza 
timor d* incontrare difflcil yia ne* penetrali stessi della Scienza 
del calcolo. E come a Yoi, Eccellentissimo Principe, non fu 
graye la lettnra degli altri miei scritti scientifici, de* quali 
anzi yi piacque dar giadizio beneyolo ne' pabblici fogli , 
yno* creder cbe questo ancora yi torni benaccetto, e roflTerta 
gradita. 

Qui per segnire ¥ usanza, io doyrei dire dei meriti yostri 
e di quelle altre cose cbe yi rendono singolare dai piu; ma 
sicuro cbe sdegnereste di accettare, ancorcbe yera, ogni pa- 
rola di lode, tacer6; sebbene egli i nulla cb*io abbia taciuto 
quando parlano tutti. 

E senza piu mi pregio di raffermarmi 

Di Yoi, Eccellentissimo Principe , 
Pu« Nwembre 1843. 



Dbvotiss. Ossbq. Sebvitobe 
FlLIPPO CORRIDI 
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IL CALCOLO DIFFERENZIALE 



/. Le nozioni preliminari. 



1. Definizionb L \Jgni quantita che si considera in ista(o 
di aomento o di decremento continuo dicesi quantitd variabik. 

2. Definizionb II. Ogni quantita cui si attribuisce un valore 
fisso chiamasi qttantitd costante. Una quantita si stimer^ co- 
stante relatiyamente ad un'altra, allorquando non variera al va- 
riare di questa. 

3. Definizionb III. Chiamasi indeterminata ogni quantita 
che si trova in istato di riccTere qualunque valore. Una quantita 
yariabile b necessariamente indeterminata Gnch^ non riceve uu 
valore particolare. 

4. Definizionb IV. Ogni quantita u che yaria in consegnenza 
dei cangiamenti di yalore d'un'altra quantita x dicesi funzione 
detta X. Se la u yarierji in consegnenza dei cangiamenti di ya- 
lore di piu quantita Xf y, jc, ec., la u sarji funzione di Itutle le 
quantity medesime. In questo caso la u potra anche dirsi varia- 
bile dipendenie da x^ y, Zt ec. 

5. Definizionb V. Una variabile si dir^ indipendente allor- 
quando potendo yariare a piacimento nostro* e non in conse- 
guenza dei cangiamenti di valore d' altre quantity , sari atta a 
ricevere qualunque valore particolare. 

6. ScoLio. Sia u una funzione di n variabili indipendenti 

^fVt sif ec; ciascuna di quesle variabili potr& variare indipen- 

1 



2 IL CALCOLO DIFFEBENZIALE 

(Icnlciuente dalle altre: ci6 noD avverrebbe se esse dipendcssero 
da una variabile t; variando t necessariamente x^ y, z^ ec, va- 
rierebbero. Parimeiite se si avessero fra le n Tariabili x, y, z, ec., 
ft — 1 equazioni, i valori di queste yariabili dipcndercbbero dal 
valore d*una di esse, la quale sarebbe la sola rariabile indipen- 
deote. In generate se m variabili fossero legate insieme per 
mezzo di n equazioni, solo m — n di queste yariabili sarebbero 
indipendenti. 

7. Depiniziovb YI. Una quantity si stimerii in/iniUsima 
quando sard capace, indipcndentemente dai cangiamenti di qua- 
lunque altra quantita, di riuscire minore di qualsivoglia gran- 
dezza data, senza divenire per altro assolutamente e rigorosa- 
mentc zero. 

8. ScoLio. Una quantita in6nitesima si trova percio in 
istato di continuo e necessario decremento; ma non in forza 
dei successivi cambiamcnti d* una variabile indipendente , come 
avviene, per esempio, della funzione x**^ la quale va sempre 
decrescendo a misura che decresce la x, oppure come av- 
viene della funzione x"* cho va sempre decrescendo a misura 
che la X cresce: una quantity infiniteslma risulta minore di 
qualsivoglia quantita data, perrhd la natura sua, ovvero il suo 
modo di esislere c qnello di mantenersi sempre vartoMfey e con- 
tinuamente decrescente, cio6 tale da non potere incontrare un 
termine dove si arresti e si sospenda, a cosi dire, il suo corso. 
Tntte queste circostanze si rinvengono, per esempio, nella di- 
stanza fra il ramo delPiperbola cd il suo asintoto; siffatta 
distanza, quando non si consider! in un punto determinato della 
curva, sar4 adunque una quantity infinitesima. 

9. Definizionb YII. Una quantita si reputerd in/iniia quando 
sari capace, indipendentemente dai cangiamenti di qualunque al- 
tra quantitliy di riuscire maggioredi qualsivoglia grandezza data. 

10. Sgolio. Una quantitii inflnita si trova percid in istato 
di continuo e necessario aumento; ma non in virtu dei succes- 
sivi cambiamenti d' una variabile indipendente , come avviene, 
per esempio, della funzione x'^ la quale va sempre crescendo 
a misura che cresce la or, oppure come avviene della funzione 
x'^ r:he va sempre crescendo a misura che la x decresce: 
una quantita iniinita risulta maggiore di qualsivoglia quantita 
data, pcrchd la natura sua, ovvero il suo modo di esislere d 
quello di mantenersi sempre variahikf e continuamente crescentc 
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cioe talo da non poterc iaconirare un termine dove si arresti 
si sospeodat a oosi dire, il sao corso. Tali cireoslanze si rin- 
veogonoy per esempio, nelta tangente ddl' aroo di 90 gradi ; 
dunque qaesta langente d una qaantita inGnitai 

ll.DBFiifiziONE Ylll.Una fanzione dicesiindetermnataqaando 
di essa non si conoscono che le variabili da cui dipende. Una 
funzione indeterminata dellc variabili x, y s'indica in questa 
guisa f{x, y) oppure cosi F{Xj y) ; in generate si pongono fra 
doe parentesi le variabili da cui dipende la funzione, o si 
scrive innanzi la letlera fy o F iniziaie delta parola Ainzione. 
Talvolta in luogo della f si scrive la ^, la \)/, la x* I^ ^f ec. 

12. Dbfinizionb IX. Una funzione dioesi deUrminaia quando 
non solamente si conoscono le variabili dalle quali dipende, ma 
piu si conosoe il modo con cui qucsCe variabili sono insieme 
combinate ; ciod quando si conoscono tntte le operazioni cbe deb- 
bono farsi con esse per ottenere la funzione di cui si traita. Tali 
sono le funzioni a?'4-y*, log{a? -4- y), sen(a; -^ y), ec. 

13. ScoLio 1. Cosl la funzione indelerminaCa f\X-hh) sara 
r espressione generate di tulte le funzioni della x in cui questa 
variabile si trova cosianlemente aggiunta alia quantiU A. Essa 
comprende adunqoe tutte le funzioni determinate (x+A)*^9 e^ 
log(j:+A), sen(j?-4~A), ec. Anebe f[ax) sard T espressione gene- 
rale di tutte le funzioni della x in cui questa variabile si trova 
moltiplicata pel coefBciente costante a. Ora il passare dalla 
funzione indeterminata f[x-^k} ad una delle sue forme determi- 
nate, per esempio sen(^+A}, si dice deUrmmare la funzione; 
cioe la funzione f[X-hh) riescira determinata subitochd potremo 
.sostituire ad essa una espressione analitica nella quale si vedano 
le operazioni da farsi sopra x-hh. 

Ik. ScoLiO II. £ da notare che mediante la caratteristica 
fa intenderemo di rappresentare il valore particolare che 
acquista la funzione fx facendo x=a; cosi /(l), ffi) oppuri^ fi , 
/Dy rappresenteranno i valori particolari della funzione fx cor- 
rispondenti ad x=i^ x=iO, 

15. Definizione X. Una funzione si chiamera funzhne alge- 
brica atlorquando le variabili da cui essa dipende saranno le- 
grate fra loro mediante alcuna delle operazioni primitive del- 
Talgebra; cioe coiraddizione, la sottrazione, la rooltiplicazione, la 
divisione e V inalsamento ad una potenza di grado costante in- 
tero o frallo. Tali sono Ic funzioni «a?^rr"'y^a;'"(fly"^-fo''),cc. 
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16. Definizionb XI. Una ftinzioiie si dira funxiane esponen- 
ziaky o logaritmica^ o circolare secondochd le Tariabili da cai essa 
dipende saranno esponenti, o qaantiU delle quali entra in caloolo 
il logaritmOy o rappresenteranno archi di circolo oppure le linee 
trigonometrichc di quest! archi. Cosi <f sara una funzione espo- 
nenziale; logo: una funzione logaritmica; senx, cosrr, tango: 
saranno funzioni circolari di cui la variabile rappresenta un 
arco di circolo; arsen j; sara una funzione circolare di cui la 
variabile rappresenta un seno; arcos x sari una funzione cir- 
colare la cui variabile rappresenta un coseno; ec. 

17. Definizione XII. Le funzioni esponenziali, le logarifmi- 
che, le circolari e tutte le funzioni in generale che non possono 
ripu tarsi algebriche si dicono funzi(mi trMcendenti. 

18. Definizionb XIII. Una funzione si diri continua quando 
non potrft riuscire infinita , c sari capace di passarc da un va- 
lore ad un altro passando rigorosamente per tutti i valori in- 
termedi. Talvolta una funzione 6 continua dentro certi limiti 
soltanto; talvolta 6 continua senza veruna restriziune. 

19. ScoLio. Una funzione varia al variare della variabile 
da cui dipende; in conseguenza, perchd una funzione fx sia 
continua fra due limiti x=p^ a? = g della variabile Xy si 
esige, 1° che per tutti i valori della x compresi frap e g questa 
funzione non possa risultare ioGnita, 2^ che attribuendo alia va- 
riabile stessa due valori particolari a, b compresi fra quest! 
limiti 9 i valori corrispondenti fa^ fb della funzione differiscano 
fra loro d'una quantity capace di riuscire piccola quanto vuoisi, 
e tanto piu piccola quanto piu piccola sari la differenza a — b. 

20. Definizione XIV. Una funzione che non goda della pro- 
priety d! esser continua si dira discontinua. 

21. ScoLio. Ponendo mente alia deGnizione xiii (n. 16) con- 
cluderemo che la discontinuita d' una funzione fx non pu6 aver 
luogo che ne! tre cas! seguenti; 

1® Quando variando la x in un modo continuo, la fun- 
zione fx cessera di esser Gnita per diventare inGnita. 

2^ Quando variando la x in un modo continuo, la fun- 
zione fx cesseri di esser reale per diventare immaginaria. 

3^ Quando variando la x in un modo continuo, avvcrra 
che 8*incontrino due valori consecutivi della funzione fx tali 
che non si possa rendere la differenza loro minore di qualun- 
que quantita data. 
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Dunque per conoscere se una funzione Ai x ^ continaa fra 
due limilip e q^^p-ha dellaTariabiley bisognerd primieramente 
assicurarci se attribueodo alia variabile stessa un Talore qua- 
lunque contenuto fra questi limiti la funzione riceve nn valore 
finito e reale; id secondo luogo porremo meute alia espressione 
analitjca della diOTerenza ([x-^-h] — fx^ ed osserveremo se po- 
nendo x =|», e faceodo crescere la & da sinu ad a in un modo 
conlinaoy variera in un modo coniinuo anche la differenza me- 
desima. 

Dopo di ci6 ^ agevole slabilire le seguenti cose: 1* le 
foDzioni df^9 (ff sen or, coso; sono continue senza veruna re- 
strizione; non T'ha infatti alcun valore di x positivo o negativo 
per il quale queste funzioni possano diventare inGnite o imma- 
ginaric; inoUre crescendo la j? per gradi piccolissimi, tuUe queste 
funzioni variano esse pure per gradi piccolissimi; ci6 si espri- 
me dicendo che siffatle funzioni sono continue per tutti i 
valori della x da rr = + oo ad x = — oo. 2° la funzione 
x'^ diventa inOnita per ^=0; perci6 y^ ha disconHnuitdf o v*ha 
come dicono soluzione di conlinuitd per x=0; questa fun- 
zione adunque sar^ continua da fl?=0 ad x=-hoOf e conti- 
nua altresi da x=0 ad x= — oo . 3° la funzione logo? diventa 
immaginaria per quatunque Talore negativo della x; sicch6 
essa d continua solamente da x=:0 ad 2r=+Q0. V* le funzioni 
ar sena;, ar cosor sono continue fra i limiti x:zz — 1 ed x=-^i, 
5® la fanzione v^(a: — a)-h\/(6 — ar), ove si supponga che a e b 
sieno numeri positivi ed a<[6y ^ continua per tutti i valori 
della X compresi fra a e 6, perchd fra questi due limiti non 
diventa immaginaria n^ inGnita, e Taria per gradi piccoli 
qoanto vuolsi, mentrechd essa diventa immaginaria si per 

X 

x<^a come per a?>6. 6® la funzione -r— 5- per tutti i va- 

^y X 

lori della x estesi da a; = ad am: +90 acquista il valore + 1, 
e per tutti i valori di x estesi da x=zO ad x= — 00 acquista il va- 
lore — l;quesla funzione adunque allorquaodo la variabile passa 
da un valore posilivo ad un valore infinitamente prossimo ne^ 
gativo, passa d'un sallo dal valore +1 al valore — 1; dunque 
v'ha discontinuita per x = ; percio la funzione 6 conti« 
nua da x =z ad a: ir: 4- 00 , c da z = ad a: = — 00 . 
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//. Le quantitd medie. 

22. DBFiNiztoNE. Una quantiU d delta media fra piu altro 
qaantitA allorquando si trova compresa fra la maggiore e la 
minore di esse. 

23. Tborema I. La swnma di piu prodoUi ditisa per la somma 
de' loro moUipUcatori i una media fra % hro moltiplieandi. 

Abbiansi i prodoUi AM, BN, CP ... VR; supporremo cho 
i moltiplieandi A^ B, C , . , V procedano secondo T ordinc di 
grandezze crescenti, talchd A sia il minore ed 17 il maggiore di 
essi; avremo 

AM=AM, AN<:BN, AP<iCP ; 

VMyAM, VNyBN, VPyCP ; 

sommando risulterii 

. ^ AM-^BN-i-CP-h ^ w. 

^ < —MZfNTPTTTTT "^ ^ 

cbe S qaanto dovcvasi dimostrare. 

24. Teorema 11. La somma dei numeratori di piu fraziani 
dwisa per la somma d^loro denomnatori e una media fra k 
fraxioni medesime. 

A C F U 

Abbiansi le frazioni -w» ir' et - • • -|r» supponiamo cho 

sicno disposte secondo Tordinc di grandezze cresccnli. Poichc 

^xB=A, ^xD=c, yxf=e ....-yxy=u, 

come dovevasi dimostrare. 

25. ScoLio. Qaesti teoremi sussislono ovc anchc Ic qiiantila 
date, ciod i prodotti, o le frazioni, sieno tulte o in parte ne- 
gative. 

26. Caratteristica delle medie. Ad indicarc una media 
fra le qaantita A, By C . . . IT si scrive cosi (*} 

(*) £ questo un mode di scrittora asalo dal signer Cauchy s Cours 
d Analyse etc. Premiere Pariiey p. 17. Note li, p. 438. 
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af(i4, B, C .... V] 

1 teoremi precedent! possono adunque esprimersi analiticamente 
nei segueate modo: 

AM'-hBN-hCP'-h ••• MM f A •or' \ 



B-h-D-hF-h 



• • • TU f*^ ^ ^ \ 



/i/. / fe'mi<t. 



27. DBFmiziONE. Uoa quantity costante A si chiameri limUe 
d' una quantiUi variabile X crescente o decrescente allorchd la X 
rimanendo sempre minore di A nel primo caso, e sempre mag- 
giore nel secondo potr& ayvicinarsi ad A per modo che la diffe-- 
renza fra il ed X riesca minore di qualsivoglia quantity data. 

28. ScoLio. Le qaantita iDfinitesime hanno per limite lo 
zero. Le infinite crescono senza limite; nollameno allorquando 
una quantity gode della propriety di potere avanzare qualunquc 
Talore dato , si suol dire che essa quantity ha per limite V infi* 
nitOy benchd propriamente parlando non abbia alcun limite as- 
segnabile. AI limite go attribuiremo il segno + o il — secon- 
dochd la quantity che convergeri verso di esso sar& positiva o 
negativa. 

29. Caratteristica del limite. II limite d'una variabile 
X s' indica in questa gaisa 

cioi mediante la caratteristica ^ . Ma quando si tratta del li- 
mite d' ana fanzione ^ necessario designare V elemento varia- 
bile che induce la funzione a convergere verso siflatto limite f 
e conviene designare altresi il limite di questo elemento^ Per 
esempio, la fanzione a?*^ quando a converga verso lo zero, con- 
verge verso r unita , e quando x converga verso lo zero , crt- 
sce senza limite; scriveremo adunque 
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00 



cio6 al di sotto della caratteristica ^ porremo relemento ya- 
riabile ddla funzione ed il limite di qaesto elemento. Per con- 
s^[uenza la caratteristica 



fx 



*t=« 



rileya un limite della fanzione fx^ il qaale si dee determinare 
facendo convergere x yerso a; che 6 qaanto dire un limite 
che si ricaya dalla funzione fx ponendo nella espressiooe 
analitica di questa funzione x=a. 
Ayremo adunque 

[(ar — ar4-(j: — 6r] = (a — 6r 



[(«— a)- -t- {» - 6)"] 5= (ft — a)- 



e quindi 



V [[x-ar+{x-hr]=(-ir\ ux^arM^-^r 



£ da osserrare che 



[O! -+ ■ h)' — x" _o. 
~A 0' 



*=0 



qui il limite della funzione si presenta sotto la forma indeter- 
minata ^; in questo caso per troyare il yalor yero di esso li- 
mite 8ar4 necessario ricorrcre alle formule che stabiliremo in 
appresso. 

30. Teorema I. Se due variabili X , Y neW atvicinarsi ai 
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loro limiti A. e B si tnanterranno $empre ugnalif anco i limiti 
stessi saranno uguali. 

Inratti sapponiamo .4<^i?; porrcmo A-i-D^iB; imma- 
giniamo ehe le variabili X, T sieno crescenli ; in tal caso que- 
stcTariabili si avvicineraniio indefinitamcnle a' loro limili A,B 
rimanendo sempre al di sotto di essi; perci6 T potrd avvicinarsi 
a By che ^ quanto dire ad ii -f- D Jn modo da superare A. Ma 
T ed X net loro saccessivi cambiamenti si mantengono sempre 
ugaali fra loro; danque ancbe la Xpotrebbe superare A cioe 
il sno limite, lo cbe d assurdo; dunque Az=B. 

Se le variabili J, F si supponessero decrescenti sarcbbe 
sempre A^By lo che potrebbe dimostrarsi in un modo ana- 
logo al precedente. 

31. CoROLLARio L SiaX=il + a, r=^-+-/a; dove le 
quantity a ed /a si suppone che convergano ad mi tempo 
verso lo zero; ogniqualvolta verificheremo essere 

A-h(x = B'hf», (1) 

ne iaferiremo in vMtii del tearema preoedenle , V cquazionc 

A = B, 
la quale si ittk equaxione de* UmiH. 

32. CoROLLARio II. Si osservi che 

(A + «) (B-hfa) = AB-+- Afa 4- BoL 4- a/a ; 

ora la quantity Af% + i7a + «/« gode della proprieta di con- 
vergere verso lo zero a misura che converge verso lo zero a ; 
inoltre essa va manifestamente a zero per a = 0; dunque 

[A'-\-o,)[B + fa) = AB, 



e per conseguenza 

l(XT) = lxlT; (2) 

dunque il limite del prodotto di due variabili i uguale al prodotto 
d^ limiti di queste variabili stesse. 

33. CoROLLARio 111. Sia XT = Z; sara per T cquazionc (2) 
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conscgacntcmentc 1-^= 4~ » 

Z P^ _ ^^ 

ma X = Y* dunque ly ~ yZ » (3) 

dunque il limite del quoziente di due variabUi e uguaU al quo- 
ziefite d£ limtx delk variabili stesse. 

34. CoROLLARio IV. Sia H indipendente da a; sosUtaendo 
A ad ^T, aTremo dalla (2) 

l{HX) = HlX. (4) 

Qaesta equazione pu6 anche dimostrarsi direllamentc; si 
osservi che 

nX=H(A'ha) = HA'hH»; 

passando air equazione de' limiti (n. 31) risaltert come sopra 

. l{HX) = HA = HlX: 

dunque il limite <f un prodotto di cui un faUore sia indipendente 
daWelemento variabile i uguale a questo fattare medesimo tnol- 
tiplicato per il Umite delF altro fattore. 

35. CoROLLARio y. Dal coroU. in. (n. 33) risulta altresi che 






le quail equazioni possono pure considerarsi come una conse- 
guenza della equazione (4). 

36. Tborema il Se due variabili X, Y awicinandosi ai hro 
limiti A, B caneerveranno sempre una medesima ragione M:N 
anco i limiti stessi avranno queUa ragione. 

PoicM per dato 

sara Jzr^^r, 
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e qaindi (n. 34) Ix=^It, 

ovTcro ^X: ^ r::Jlf :iV; 

cio« AiSiiMiN. 

37. S€OLio. Tanta ^ Fimportanza di questo tcorema cbe 
non sari superfloo dimostrarlo con rigore geomelrico nel se- 
gaente modo. 

Sieno le variabili Xy T crescent!, e supponiamo che ab- 
biasi M:N::A:B — 2>, D esprimendo una quantita qua- 
lanqne minore di B; siccome F pu6 av?lcioarsi a B quanlo 
si TUole> perci6 T poM acquistare un valore F| ^ B — D. 
Sia J| il Talore che ha la X quando la T ha il valore F, ; 
a?remo M:N:: X^iTj e qaindi A:B — Z>::X,: F, ; ma 
X, <[il9 perch^ la X essendo variabile crescente non pa6 riu- 
scire maggiore del suo limile Af dunque Y^<C^B — I>;e con- 
segaentemente 6 assardo che sia T^^B — Z>, cio6 assurda 6 
r ipotesi che sia MiNiiAiB — D, 

Snpponiamo ora che abbiasi MiJiiiAiB-^D; invertendo 
sari UiMiiB-hBiA. Sia V una quarta proporzionale dopo 
B-^Dy Ay B\ SiYTemo B-i-DiAiiBiUy do?e sara V<^A 
perchd B^iB-hD; cosicchS starebbe N:M::B sti una quan- 
tiU 17 minore di A; ma in qaella guisa che abbiamo dimo- 
strato non potere stare M:N::A ad una quantity minore di 
By cosl pud dimostrarsi non potere stare neppure N:M::B 
ad una quantity minore di A; dunque il risultalo precedentc 
N:M::B:n ^ assurdo, e per conseguenza assurda i Tipotesi 
cbe sidi MiNiiAiB-hD. Dunque M:N::A:B. 

Quando le variabili X, F si supponessero decrescent! po- 
tremmo mediante un ragionamento analogo al precedente giun- 
gere alia medesima conclusione. 

38. CoROLLARio. Sia X=ii-f-a, T=B'hf»; dove le 
quantity a ed /a si suppone che convergano ad un tempo verso 
lo zero ; ogniqualvolta verifieheremo essere 

A -f- a Jlf 

ne infSeriramo 1' eqoazione seguente 

A _M 

T — N' 
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39. Teoreva II. Allarquando una quantitd costanie C sard 
compresa fra le mriabili X, Y per modo che 8iaX<:^C<^Y, se 
X ed Y convergeranno verse i loro limiU A e B decresando, sard C 
non maggiore di B, e maggiore di k; se poi X ed Y converge- 
ranno verso % loro limiti A e B crescendo , sard C non minore 
di A, e minore di B. 

Se X, T convergeranno rerso i loro limiti A^ B decre- 
scendo, rappresentando con a e )3 due quantiU positive ca- 
paci di convergere verso lo zero, potremo porreX=il + a, 
F=i?4-/3; talchd avremoper dato il-t-a<[C<;5-f-^; ora 
r poicM il-f-«<C, a fortiori A<C^C. 2^ poiche C<J?h-^ 
non potr^ essere C ^ B; infatli supponendo C = B-^D avrem- 
mo -ff-hD< ^-f-/S, ovvero 1><0 risultato assardo, perch6 
^ pu6 riuscirc minore di qualanqae quantiUi data, e percid 
minore di D. La condizioue C<^B-^^ non cselnde V altra 
C = B. Dunque se A4-«<C<jB + /3, sari il<C>l?(*). 

Cambiando A in JIf e £ In il, a in /B a ^ in a, potremo 
altresi stabilire chese * -4- /3 < C<i4 -h a, sar& J? < C> i4. 

SdXy F convergeranno verso i loro limili A^ J? crescendo, 
sara ^=^4 — a, Y =i B — /3 cosicch6 avremo per dato 
^_a<C<J?— /3; ora T poich^ C<iB — ^, a fortiori 
C<^B. 2** poich^ A — a <[ C non potri essere A > C; infatti 
quando si supponesse C=:A — JD avremmo A — a<^il — D, 
ovvero !><[« risaltato assurdo, pefchS a pa6 rinscire mi- 
nore di qualunqae quantita data, e percid minore di D. La 
condizione A — a < C non esclade V altra A = C. Dunque se 
.4_a<;C<JJ — /S sara A':l[>C<iB. 

Cambiando A in B e B in Af a, in ^ e fi in <t stabillremo 
altresi che se i? — ^<C<il — a, sara J?>C<1. 

* 40. CoROLLARio I. Riunendo i risultati precedent! si conclude 

chose 4H-«<C<i?-h0, sar* A<:iC':3(>B; 

se itH-«>C>«-i-l3, sard «<C>il; 

se it — a<C<i? — /3, sari i4>C<JB; 

se i4-.a>C>2? — 0, sara «>C<il; 

(*) L' espressione C^B indiea C non maggiore di B, eio6 com- 
prende i dae casi di C < II e C=B; BJ^^C indicherebbe B non mi- 
nore di Cj cio^ B>C eB=C. Cosi il Franecsur Malhem., Tome V% 
qualrieme ed. n. 115. 
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daoque allorquando aTremo 

C doTTk soddisfare ad una delle Ire condizioni segueaU 

C = A, C = B, C = M(A,B). (5) 

Id altri lermiDi, tostochfe sari 

C = M{X, T) 
avra laogo una delle segaenti condizioni 

C=lX, C=lr, C = M[lX,lT] (6) 

41. CoROLLARio IL Se sar^ 

E±:r = M{Adt», Bdt^), 

passando alia equazione de'liniill n. (31) , arremo 

E = l[M{A±:a,Bd=p.)]; (7) 

ora la quantita M[Ad=a^ B±:^) in ▼iriii del corollario pre- 
cedente non pad avere che uno de* yalori [5] , perci6 sostitaendo 
qaesti valori nella equazione (7) aTremo 

E=Ia, oppure £= ^B, oppare E= i[M[A, B)]; 

ma le qaantiU A e B sono indipendenti da « e da » danque 
risQlter§ 

Er=:A, oppure E = B, oppure E = M[A , B) (8) 

In altri termini facendo Edty^iV^ ciod supponendo ehe 
V sia una variabile conyergente Terso il limite ^7, sesari 

F=jif{x,r) 

dovrii certo Tcrificarsi una delle seguenti condizioni 

lr=lx, Iv^iT, lv=M{lx,in (9) 

42. Corollario IIL Sia C una quantiti coslante, e le 
X, r, Z. . . . U sieno quantita variabili convergenti verso i 
loro limiti ^J, [Ty ^Z... lU; sia inoltre 

c=M{x, r, z....v)y (10) 

e supponiamo che X, F , Z ...V sieno disposte secondo Tordine 
di grandczze cresccnli, ciod che X, F, Z. ... V varino in 
modo da soddisfare a siOatla condizione; sarit (n. 40) 
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C = IXy oppure C=lU, oppure C = M[lX, lU] ; 

ora F=Jlf{X, 17), Z = Jlf(J, P), 

perci6 (n. 41] 

^F=^J, oppure It=Iu, oppure ^F=af(^X, ^17), 
^Z=^X, oppure lz=lu, oppure ^Z = j|f(fx,^l/), 



ma le equazioni fF=.¥(^X, ^»), ^Z=iJlf{^X, ^ P), .... 
sigQiQcano che le quantiU ^F, ^Z... sono comprese Tra 
^X ed ^Uf dunque sussistendo la condizione espressa dalla 
equazione (10) sussistera con essa una delle condizioni seguenti 

C=lx, C=It, ....C=lu, C = M[lX, lT,...lV) (11) 

43. CoROLLARio IV. Abbiasi 

F=jif(x, r,z...ij) 

V esprimendo una Tariabile; e facile dimostrare che dovr& ve- 
rificarsi una delle condizioni seguenti 

lv=lx,lv=lr,...lv=lv,lv=Milx,lr,...lv){ii) 

44. CoROLLARio y. Se avremo 

C = M{A±:ay il±/3) 

risultera C = A; 

infalti le tre condizioni (5) facendo A = B, si riducono alia 
unica equazione C = A. 
Se avremo 

E±:r = M(A±a, A±/3) 

risuUeri pure E = A; 

perch^ in virtu del coroUario ii , le tre condizioni (8) si 
riducono alia equazione E = A. 

45. CoROLLARio YI. Se avremo 

C=j!f(l=4=«,i4db/3, AztS...) 
oppure 

F=Jlf(il=fc«, il±/3, A±: i ...] 

sara rcspeltivamente 
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C=zA, 

iy=A; 

ci6 si yerifica facendo A = ^X= { F = . • . in tutte le eqoa- 
zioni (li) e nelle ecpiazioni (12); dunque se una quantitd cattanU C, 
o una variabih V avente C per Kmite, sard media fra le fxiriabiU 
X» Yy • . U e «e queete variabiU canvergeranno a un tempo verso 
uno stesso Umite A, acremo C = A. 

IV. II rapparlo deir accrescimento cCuna funzione 
alt accrescimento della variabile indipendente. Litnile 
di questo rapporto. 

46. Principio. Sia fx una ftmzione ddla Yariabile x; un 
accrescimenlo k cbe riceva questa Tariabile si pad supporre 
diviso in parti ngnali o disugoali, le qnali saranno tanto pin 
piccole qnanto piii grande sari il loro namero; ragione per 
cni queste parti » che diremo Aoy '^i* A, ,...&„, si potranno ri- 
putare infinitesime; la loro somma per altro sari costante ed 
ngoale ad h; diguisachft porremo 

Frattanto i valori successiyi che acquisteri la x per passarc 
dal yalore iniziale qnalnnqne x al yalore j? + ft saranno 

ed i valori o stati corrispondenti della fonzione saranno 

fx, /(a?-f-Ao)» K^f+'h,), /(a?, + A,).../{a:^+AJ=/(a?H-A) (2) 

E percid i rapporti degli accrescimenti successivi di questa 
fiuizione ai corrispondenti accrescimenti della yariabile doyranno 
esprimersi nel seguente modo 

*•- ^i;; ^i- *p-^— *«- hi * ^^^ 

mentrechi il rapporto dell'accrescimento f(x-hh) — fx della fun- 
zione all' accrescimento A finito della yariabile x sard rappre- 
sentato dalla Trazione 
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ora sommando i nameratori delle frazioni (3) e sommandonc 
i denominatori si oUiaie la frazione (4), dnnqae (n. ii] 

Jl = Jf ( JIq, Jl| , Jl, , . . . Jl,) ; 

danque ii rapporto delF accresdmento della funzione fx all' ac- 
crescimento h (iniio della x i una media fra i rapporti degli 
accrescimenti iuccessivi di fx a' corrispondenti accrescimenti eke 
ricece la variabUe per passare dal vtdore inixiak x ad x + h. 

VI. S€OLio, La dimostrazione precedeato soppone €he ncs- 
sano degli stati saccessiyi (2] della ftinzione fx sia inGnito. II 
prindpio avrii adunqae luogo in dae casi ; 

1° Quando la x sarii indetenninata , percioccbd in qacsto 
caso gli stati (2] saranno altrettante espressioni analitiche nessana 
delle quali potr^ essere infinita; infatti una fnnzione non risulta 
infinita che per qualche valore particolare della variabile. 

2^ Quando la x riceyeri un Talore particolare r^o ed un 
accrescimento h tali che la funzione fx sia contioua da d?o ad 
x^-i-h inclusive; percM allora nessuno stato della funzione 
sar^ infinito a cagione della continuitji della funzione stessa. In 
qnesto caso i rapporti (3) saranno frazioni nnmeriche, e per 
distinguerle dalle precedenti le indicheremo coUa r minuscola; 
talchd sar^ 

PotrA la funzione fx essere crescente fino a un certo punto, 
e da qucUo in poi essere decrescente o viceversa; il prin- 
cipio sara sempre vero. La funzione per esempio a + (a; — 6)' d 
decrescente da ^ = ad ar== 6, crescente quando la x oltrc- 
passa questo limitc, nullameno pu6 ad essa applicarsi il prin- 
cipio senza far luogo ad alcuna eccezione. 

Inoltre non 6 necessario cbe la funzione /a; per tntti i va- 
lor! della X estesi da x^ ad x^-hh conservi il medesimo segno; 
infatti supponendo che essa sia negativa per tutti i valori 
della X esiesi da x^ ad x^ ioclusire e positiva per tuCti i valori 
susseguenti, i rapporti (3) diverranno 
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iaoendo la somma dei numeratoriy e la somma dci denomina- 
toriy otterremo oome sopra il rapporto 

r_ J . (5) 

Si aryerta che una fimzione continua non pa6 cessare di 
essere negatira per diTentare positiva senza passare per lo zero; 
ci6 non altera il ragionamento fatto sopra* 

48. Teorbma 1. 5e X ed h sa^no indeterminate ^ il rap- 
porto deiraecreecimento delta funsione fx alP acereecimento cor- 
ritpondente h delta variabile, avrd per Umite una funzione di 
queeta fxxriabUe stessa^ e solo nel caso in cui fx sia una funxione 
Uneare quel UnUte sard costante ed uguak al coefficiente delta x. 

1® Sapponiamo j Jt = oo ; (6) 



) * = «; 



Mrt ? L = 0, e perci6 •^ = ^; (7) 






dore ph s' intende che esprima una funzione indetenninata di h 
capace di conrergere verso lo zero in pari iampo di A. Or se 
r eqaazioQ0 (7) snssiste per la x indetermiaata e indipendente da 
h, sossisterft altresi per x = x ed A = Aof P^i* x=:x-+-h^ ed 
A = A] , per ^ == rr, + &! ed A= A,, ec percU ar, or h- A^, ap| -h A„ 
Xs+A, ec. sono tutte espressioni indeterminate della x indipen- 
denti respettifamente da A^, A,, A,, A, . . . . ; avremo adanque 

it^ itj Ml 

e come ph converge verso lo zero con A, cosi ^, ^„ ^A, ... 
convergeranno verso lo zero con Ao, A,» A, ... 
Ct6 posto si osservi che (n. &6) 
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e poichc , a cagione delle eqaazioni (8) , (utie le quaQtiia 

n-y D~' '»'•*' convergono in pari tempo di h^ A|, A, ... 

^0 -"i *i 

verso lo zero , ciod verso uno stesso limiCe , perci6 sari (n. 46) 

:^ = 0, (9) 

e qttindi * = © oppure/iJ:4-A) — /ir = oo [n. 46 eq. (4)]. Ora h 
non pu6 essere zero, n6 pu6 la differenza /(^+A) — fx es- 
sere inGnita, perch§ essendo la x indeterminata fx qoq 6 in- 
finita, e se non 6 in6nita fx acciocchd sia infinita la differenza 
f{x-\-h) — fx dovri essere infinita /(a? + A); ma in f[x-\-h) la 
X d indeterminata come inJfP e indipendente da h^ dunqae non 
pu6 f{x -4- h) essere infinita; dunque il risultato (9) ^ assardo, ed 
assarda 6 V ipotesi espressa dalla equazione (6). 



V Supponiamo ) H = ; (10) 




sara « = «>*; (11) 

consegaentemente 

Ro = (t>kof Ri = phi, R, = pk,... (12) 

ma (n. 46) R = M{R^y il„ «, ...), 

e stante le eqaazioni (12) 



tR^ = 0, } «i = 0, .... 



percid (n. 45) « = , (13) 

e qaindi h = cD oppure /(a?4-A)— /Sr=0 [n. 46 eq. (4)]. Ora A 
non pu6 essere infinita; n& pu6 la differenza /(^+A) — fx 
essere zero, perchd essendo la x indeterminata fx non ^ zero (*), 
e se non ^ zero fx acciocch^sia zero la differenza /[x-h A) — fx 
dovranno i termini di fx distraggere tutti i termini di f{x + A) 

(*) Se fosse fx = risolvendo qaesta equazione avremmo x agoale 
ad una espressiooe analilica in cai non sarebbero contenate che qaan- 
titi coslaDlii ciod x sarebbe costante. 
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per ridiuione analitica; ma questa riduzione non pu6 aver 
luogo stante la presenza di A, dunqUe Tequazione (13) e as- 
surda^ e perci6 ^ assurda V ipotesi espressa dalla equazione (10). 



3P Supponiamo 3 R = B; (15) 




rappresentando B una quantita cosianle; sara 

J?z=jB-4.(|>ft, (16) 

e qaindi 

R^ = B'\-ph^, R, = B-^'(phi, il, c= * -+- <j,fc, , ... (17) 

ma (n. 46) R = MiR^y Ri, H,. ...)♦ 

e slanle Ic eqaazioni (17) 

= B, 9 R, = B 






pcrci6 (n. 45] R = B ; 

Ma da questa equazione si ha [n. 46 eq. (4)] 

f{X'hh)—fx = Bh, 
ovvero f[x-hh] — fxz=.B[X'^h — a?) , 

OTvero f[X'hh) — fx-=B[X'^h)'^Bxy 

duaque, facendo a; + A = X, ayremo 

fX—fx^BX-^Bx. 

Qui la funzione fX rappresenta la funzione siessa fx colla x 
mutata in X; fX^^fx ^ la differenza di queste due funzioni ; 
percid BX sar^ un te^mine appartenente alia funzione /X, e Bx 
un termine appartenente alia fiinzione fx\ e poich^ mediante la 
sottrazione di fx da /X non possono sparire che i termini co- 
muni ad fX ed fx^ i quali d forza che sieno indipendenti da X e 
da Xy percl6 rappresentando la somma di siffatti termini con A^ 
cooclnderemo che la funzione fX dee comporsi dei termini A e 
BX^ e la fx dei termini Aq Bx; dunque fx=iA-^Bx; donde 
si raccoglie che V equazione (15) sussiste net solo caso in cui fx 
sia una funzione lineare espressa da A -h Bx. 
Ora se rimanendo la a? e la A indeterminate, il limitc del 
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rapporto R non pud essere infinito, nd zero, n^ pu6 essere 
ugfuale ad una costante 9 che nel solo caso in cni fx sia una 
funzione lineare espressa da A-h-Bxj dovremo concladere che 
ccceltuato qaesto caso , esso limite dee variare al yariare 
della or, essere ciod una funzione della x la cui forma e na- 
tura dipenderanno dalla forma e dalla natura di fx; lo che 
6 quanto doveyasi dimostrare. 

49. CoROLLARio. Rappresentando la funzione esprimente il 
limite del rapporto R con fxy sara 

M±J^tzlE.=fx (18) 

h 

h:=20 



50. Teoreva n. Se la funzione fx sard conlinua da tl^ ad 
Xo H- i inclusive, il rapporto delF accresdtMnto di essa funzione 
aW accrescimenU) corrispondente i della variabiley a/toTik per limite 
una funzione di questa variabile, e solo nel caso in cui fx sia una 
funzione lineare quel limite sard costanU ed uguale al coeffkiente 
deUa X. 

Si prcnda dell' accrescimento determinato t una parte 
qualsiasi Gnita che diremo h; ci6 fatto 

1^ Supponiamo che per tutti i valori della x estesi da ^o 
ad Xf^-hh il limite del rapporto dell' accrescimento della fun- 
zione al corrispondente accrescimento della yariabile possa 
mantenersi infinito; sard 

— =(pho9 —z=phj, —=zq>ht .... (19) 

To r, r, 

dove pho, phi J ph^ ... sono come di sopra quantita che conver- 
gono yerso lo zero con Ao> A,, A,, ... 



Ora 



--- = j|f( — f — , — ....1 



dunque (n. 46) — = , (90) 

cio6A=zO oppure/'(dro + A) — /a:o = oo [n. 47 eq. (5)]; maA rap- 
presentando ana parte finita dell* accrescimento i non pa6 essere 
zero; nd pu6 la diflerenza f(aro+ A) — fx^^^ che ^ quanto dire quel- 
r accrescimento della funzione che corrisponde adl' accrescimento 
finito h<^i della variabile, essere infinita, perch^ in tal caso 
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qaesta Amzione non sarebbe altrimeDti contioua per tntti i va- 
lori di X estesi da x^ ad x^-^-i; duoque V equaziooe (20) ^ as- 
sarda , ed d assurda perci6 e non ammiasibile V ipotesi donde 
siamo partiti. 

V Sapponiamo che per tatti i Talori ddla x estesi da 
Xo ad Xo + A il limite del rapporto dell' acGrescimento della 
funzione* all' accrescimento corrispondente della Tariabile possa 
maoteiMai nullo; wtk 

ro = <|>fto, r, = (t>hj, r, = (ph^ .... (21) 

Ora r = Jlf{ro, r,, r,...) 

pcrcid (n. 45) r = , (22) 

cio^ A = ao oppare [(x^-hh) —fxQ = [n. 47 eq. (5)]. Ma h 

non pad essere iDfinita ; nd pud la differenza ((x^-hh) — /Xq, 
che ^ quanto dire qaell' accrescimeDia ddia foDzione che cor- 
risponde all' accrescimento h della variabile, essere nulla; in- 
Tatti siccome h rappresenta nna parte qaalunque di i, se la dif» 
ferenza f[x + A) — fx fosse nulla dovrebbe essere nuUo qnalunque 
accrescimentodellafanzione corrispondente ad ogni accrescimento 
della yariabile il qnale fosse minore di i; cosicchd fx non va- 
rierd>be al rariare di x da x^ ad Xo-ht, e conseguentemente 
non sarebbe fanzione della x ; dnnqne 1' equazione (22) ^ 
assarda, e perci6 d assnrda e non ammiss ibile' T ipotesi donde 
siamo partiti. 

y. Sapponiamo che per tntti i yalori della x estesi da x^ 
ad Xo + & il limite del rapporto dall' accrescimento della fon- 
zione all' accrescimento corrispondente della yariabile possa 
mantenersi eguale ad ana qnantita costante B; sari 

ro = B'hph^i r, = iB-f-^fc„ r^ — B-^ph^ ... (23) 

e poichd r = Jlf(ro, r,, r, ...) 

avremo R = B; 

dalla qoale equazione si ba [n. 47 eq. (5)] 

/(Xo+A)— /a?o = **» 
ov?ero fixo-h- h) —fx^ = B {x^-h h — Xf^) , 

ovvero f[x^'^h)—fx^ = B{x^-hh)'^Bx^, 

c quindi f(x^ + fc) — B{x^ 4- *) = fx^ — Bx^. (24) 



22 IL CALCOLO DIFFERBNZIALB 

Ci6 posto ^ da osservare cbe le dae espressioni fx^ — Bxf^ ed 
/(a?o 4- *) — ^{^9 -*- A) sono due valori particolari della fun- 
zione fx — Bx ^ V udo corrispondente ad x =^x^ V altro 
corrispondente 9Ax=ix^ + h; dair equazione (2fc) risulta adun- 
que che la fanzione fx^^Bx conserva lo stesso ralore per 
x = Xfi e per a; = d?o + A; ma A rappresenta una parte qua- 
lunque finila della t, percio potremo concludere che il valore 
della funzione fx — Bx dee rimanere lo stesso per tutti i va- 
lori della X estesi da x^ ad x^^-hi; duuque questa funzione ^ 
indipendente dalla a?, cio^ costante; dunque fx — Bx = A; lo 
cbe prova che fx 6 necessariamente della forma A-hBx; 
dunque 1' ipotesi donde siamo partiti si verifica nel solo caso 
in cui fx sia una funzione lineare* 

Ora se il limite del rapporto r non pu6 per tutti i valori 
di X estesi da x^^ ad x^-hh cssere infinito, nd zero, ni fmb 
essere uguale ad una costante B se non quando fx sia una 
funzione lineare espressa da ii + Bx^ dovremo concludere che 
tranne questo caso dee sifiEatto limite variare al variare della 
Xy ed essere perci6 una funzione della x la cui natura e forma 
dipenderanno dalla natura e dalla forma di fx; questo ^ 
quanto doTerasi dimostrare. 

51. CoROLLARio. La equazione (18) sussiste adunque e 
quando la a? ^ indeterminata, e quando fx 6 funzione conti- 
nua da x=ix^ ad x:=-x^-\-%; in questo caso per altro si 
sostituisce x^ ad x per mostrare che si tratta d' un valore par- 
ticolare della variabile; rispetto all' accrescimento di questa 
variabile t indifferente che si esprima per h o per t; conse- 
guentemente sara 

f[x,^h)—fx^ _ , (25) 

h ' « 



Segue da ci6 che i due teoremi precedenti non differiscono fra 
loro che nelle ipotesi, I'uno supponendo la x iodelerminata e 
r altro la funzione fx continua ; ma nella conclusione essi 
sono identici e non formano che una sola e medesima pro- 
posizione, la quale ci assicura della esistenza del limite fx 
nel caso in cui la x sia indeterminata, e nel caso in cui fx 
sia funzione continua. 
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V. Le derivate delle funzioni d* una sola variabile. 

52. Defin iziONB I. Dices! derwata d' ana fanzione il limile 
del rapporto dell' accrescimento di essa funzione airaccresci- 
mento della yariabile indipendente, preso questo limite nella 
ipotesi cbe il secondo accrescimento converga verso lo zero. 

53. Dbfinizione II. La derivata della derivata d' una fun- 
zione fx dicesi derwata secanda o derivata del secondo ordine di 
fx: la derifata della deri?ata seconda dicesi derivata terza o de- 
rivata del terzo ordine di fx: e cod yia discorrendo. 

54. Caratteeistighe belle derivate. Le successive deri- 
vate di fx s'indicano in qoesta guisa fx^ f'x^ fx...; ciod 
mediante la caratteristica f centrassegnata d* un apice, di due 
apici, di tre apici, ec. secondoch6 vuolsi esprimere la derivata 
prima, la seconda , la terza ec; f "^o; indica la derivata n^. Tal- 
mcntechd sari 

t f[x + i,) — Fx 9 rix-hi,)-rx 

Questo modo d' indicare le derivate d' una funzione pu6 per 
altro usarsi nel solo caso in cui questa funzione sia indetermi- 
nata ciod rappresentata dalla caratteristica f. Quando la fun- 
zione sari determinata ci varremu della caratteristica D; tal- 
menlecM Dsena; indicheri la derivata della funzione determinata 
send?; D.ar*indicberi la derivata della funzione x^; poniamo fra 
la caratteristica D e la ftinzione x^ un punto per distinguere 
la derivata di siffatta fanzione dalla potenza m"* di Dx , la 
quale si scriveri cosl Daf". 

Le derivate saperiori alia prima s' indicheranno scrivendo 
al di sopra della lettera D un numero che ne esprima T ordine; 
DseiiXy D^senXf L^senx . .. D'^seno; saranno le derivate suc- 
cessive di sen x dal 1° ordine fino all' n*^ inclusive. 

La caratteristica D serve ancora ad indicare la derivata 
delle funzioni indeterminate ; fx = DfXj fx =zDfx = D^fx » 
rx=:zDfx = iyf'x = I)^fx, .... 
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Allorquando la funzione fx sar^ rappresentata da una 
sola lettera, per esempio u , le derivate saccessive di questa fun- 
zione putranno indicarsi in due modi, I*' mediante la caratte* 
rIsUca D cosl DUy D^u^ B^u • • • • 2* mediante gli apici usati 
nel sigoificato medesimo che abbiamo loro assegnato relati- 
alla f ia questa guisa ti', vl\ u"' ... 

Rispetto alle ftmzioni di piu Tariabili si noti che suppo- 
nendo u funzioDe di piu Tariabili ludipendeuti x^ y^ z ... ciod 
u=:f[x9 y, Zy ...), siccome ciascuna di queste Tariabili potrt 
▼ariare incUpeDdeDtemeDte dalle aHre, k manifesto che potremo 
prendere la deriTata di u rapporto ad rnw sola di esse riputando 
le altre eostanti. Ora una deriTata della fimzione u che si 
prenda rapporto ad una sola delle Tariabili da cui dipende 
dioesi dtrwak^ pmrxiale di ti. Le derirate parziali della it saranno 
espresse da u^^, t/^, u!,... oppure [quando piaccia di sosti- 
tnire |d ti la sua caratteristica f(Xr y, z • . ]] da 

f,{x, y, z...), fy{x,yy X...] f,{x, y, x. ..),.... 

riodice a;, o y» o z... che si congiunge alia lettera m, o 
alia caratteristica f, indica la Tariabile rapporto alia quale si 
prende la deriTata. 

Queste medesime derivate possono pure dcsignarsi cosi 

^«r(^f y> « •••)^ ^/(a?, y, z •..), D/[x, y, z...) ,.. 
e perci6 

am m 

indicheranno la medesima deriTata del seeonfc ordine di ti, 
oTvero A\f[Xy y, z...] presa rapporto ad xx 

^ f (a?»y,«...), D (a:, y, z...) 

la derivata del secoudo ordine di t«, oTvero di ([x, y, z...], 
presa prima rapporto ad x, quiiidi rapporto ad y: in genwale 

u f {a?,yf« — ), D t[x,y,z...,) 

m«> ny* ps > • • ■ «ii ny* ys • * ■ ■ nue' nf* ps > • * * 

indicano la derivata dell' ordine m-+-ii4-p+...di ti o di 
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f{Xf ffj % ...) che s'intende presa prima m volte rapporto ad 
dP^qiiiDdi n volte rapporto ad y, dipoi p volte rapporto a 2,ec. 

55. TborevaI. Abbiasilafunzione fx; ^uaruto (a x sara in- 
de^erminato, come ancora allorquando fx «ard funxume continua 
dd Xq od x^ + Ay crescendo la x (ie/to i/tMin£t^ h Is funzione 
eretcerd deUa sua dervoata moUiplicata per h, e di una quantitd 
capace di eonvergere verso lo zero eon h , anch'ena moUiplicata per h. 

Supponiamo cbe per un valore qaalunque di h abbiasi 

V 9«tk una espressione analitica contenente a; ed A, V^ la me- 
desima espreasione colla x matata io x^ Si aonvertano queste 
equazioni nelle segueoti 

fiX-k-h) — fx „ , tr ^ flrr.-hA) — fx^ ^ XT e* 

se h converger^ verso lo zero, 1 rapporti 



{{x±h) — fx f[x, ^ h]-^fx 







h ' h 

dovranno eonvergere verso i loro limiti (n. 49 e 51) 

fx, fx,; 

conseguentemente le quanttU 

Y-fx, y,-fx, 

dovnumo godere della propriety di decrescere al dccrescere di 
A e di ridorsi a zero per A = 0;indicaiidosiffatteqaaotitacon 

>^, \ 
avremo 

/^±^=r*+'^ (1) fetiLzi^.=r^. + x, (2) 

e quindi 

([x-^K^znfx-^hfx-^Kk (3) f(x^-^h)=fx^'^hfx^'\'hk [k] 

come dovevasi dimostrare. 

56. CoROLLAKio. Se la funzione fx sari rappresentata da 
u, ed il suo stato variato /][a; + A) da u, avremo 
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tl, = U-hAt«'-f-AX 

oTvepo ti, = « 4- * (tt' + X) (5) 

57. Teorema IL Abbioii la funxione fa; quando la x tard 
indeterminaUiy come ancara aliarquando fx sard funxione eonii- 
nua daiL^adx^-hhy crescendo la x della quantitd h la funxione 
crescerd della sua derioata moUipUcata per h, purche neUa derivata 
medesima la x si muti tn x + X, X essendo una quantitd eapace 
di convergere verso lo zero con h. 

Le funzioni F, Fo,poich^ per & = si caogiano infx^fx^ 
possono supporsi della forma fv^ fv^ posto che «, v^ sieno 
quantity capaci di convergere respeUivamente rerso x^ x^ a mi- 
sura che h converge verso lo zero; poniamo adunqae 

f{x-hh)—fx _ /(a:,-f-A)-fa, _^ 

queste eqaazioni potranno prendere la forma segnente 

conseguentcmente le quanliUi 

V — X, V — 0?^, 

doTranno godere della propriety di decrescere al decrescere di h 
e di ridarsi a zero per A = 0; danqae indicando siffatte quan- 
tity con 

avremo 

e qnindi 

f(x^h)=fX'hhr[x^X) (8) f[x,-\'h)=fx^-^hr{x,^\){9) 
come dovevasi dimcstrare. 
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58. Tborema III. Se la funzione in e la stm derivata fx 
saranno funxUmi continue per tuUi % valori deUa x compresi fra 
x^ ed x^ -h by crescendo la x dtUa quantiid h la funzione medeeima 
crescerd detta sua derivata moUipUcata per h, purchi in questa 
derivata la tl si mutt m x-f-6h, 6 essendo un numero minore 
deWunUA. 

Poichi la flinzioiie fx si soppone ooniinoa da x^ ad x^ + h^ 
i rapporti 

• a;; ' ^*~ A, »-^»- 35;; 

8i potraimo tradurre nelle espressioai segaenti [o. 55. eq. (2)] 

dnnque doYra verificarsi una delle seguenti condizioDi 

« = f Jl„H=r H, .... R=M(^ JR., f «,-..[ i«.V 



ma 






perci6 dovrft necessariamente sossistere una di queste eqoazioni 
R=fx^, R=fx^,... R=fx,, R = M{fx^, T^n-- f^J; 

la prima 6 assurda , perchi essendo it = fx^-h \ [n. 55 eq.(2)] 
noD pa6 essere R = fx^; le altre dimostrano che il valore 
di Jl dee coincidere con uno dei valori che acquista la funzione 
fx allorquando la x passa dal valore x^ al valore x^ inclu- 
sive, che ^ quanto dire aUorcbi la x riceve uno dei valori 
compresi fra x^ ed x^-^h^^ owero fra x^eA x^ + A. E poi- 
che la fimziooe fx essendo continua da x^ ad x^-\-h^ pud 
passare dal suo minor valore al maggiore passando rigoro- 
samenle per tuUi i valori intermedi, percio fra questi va- 
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lori mcdesimi dovra necessariamenie esisterne uno, che di- 
remo fx^j ug:aalc al rapporto jR; danque 

ma it valore x^ deila variabile dovendo esser oompreso fra 
X ad ar^j-h^ pu6 rappresenlarsi (qaandosia 6<C1) con a?^-fW; 
dunque 

R = f[x,^iih), 



ovvcro 



¥'>±Jpl ^3 = f[x^ -4- 9A) ; (10) 



donde ricavasi, moltiplicando per A, 

chc 6 quanto si doveva dimostrarc 

59. CoBOLLARio. Faccndo x^^=^ Tcqaazione precedente dar^ 

h esscndo rulthno valore della x; percid mutando h in x^, arremo 

dunque se la funziane (x e la sua derivata fx saranno funxioni 
continue per tutli i valori dalla x compresi fra ed x^, ilvafor'd 
fxo della funzione sard uguale alia somma fQ de* suoi termini in- 
dipendenti dalla x piu il prodotto del valore x^ della variabile 
neUa derivata fx dslla funzione^ purche in questa derivata hxsi 
fnuii in Ox^, 6 essendo un numero minore delTunitd. 

60. ^coLio I. La variabile x in luogo di crescere dal 
valore X sino ^d x-hh potrebbc crescere da x — A ad rt, che 
quanto dire dccrescere da j; ad or — h; per altro h anchc 
nel case in cui sia negntiva, sebbene venga ad esprimere un de- 
crcmento, si dice sempre accrescimento della variabile. Sosti- 
lucndo x— h Qd X V cquazione (3) divcrra 

/(ar — A) = /i? — hf{x — k) — h\; (12^ 

qucsia equazJonc quando si applichi alia funzione fx dara 

f[x—h) —f'x-^hrix — h)- AX^; 
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dimanierach^ risulter& 

facendo \ — hf"{x — h)'-h\ = X„ 

tro?eremo 

fix — h)=fx — hrx-h\^ (13) 

Sostitnendo x^ — h ad x^ nella equazione (4) otterremo ancora 

f[x,-h)=fx,-hr(x,^h)-hk, (U) 

e quindi f{x^ — h)= fx^ - hfx^ — h\ (15) 

la quale equazione suppone che fx^s\di contlnua da x^ — h ad x^. 
Facendo poi le medesime sosiituzioni nelle equazioni 

(8), (9), (11) avremo allresi 

f[x —h) = fx _Af[a:4-(X— A)], 
f[x,-h) = fx^^h riXo-hiK-h)]. 
f{x^-k) = fx^^hr[x,-[i-6)h]; 

e ponendo X — h = hr ed 1 — 6 =: 9,, 

f[x—k)z=zfx—kf[x-hh^), (16) 

f{x,-h)=fx,-hr(x,-hK), (17) 

f[x,-h)=fx,-hr{x,-6,h) (18) 

Ora siCGome X ,,, Xrr K convergeranno verso lo zero con h al pari 

di X, e sard ^i<Ci come supponemmo gia che fosse d, perci6 
potremo porre X in luogo di X^,, e X.^ e sostituire a d,; al- 

lora le equazioni (13) , (15) , (16)» (17), (18) si cangeranno in 
quelle medesime equazioni che possono ricavarsi dalle (3), (&>), 
(8), (9), (11) mulando A in — h; dunque U equazioni (3), (4), (8), 
(9), (11) 8<mo vere anche nel caso in cui lah diventi negativa. 

61. ScoLio IL L' accrescimenlo d*una variabile si suole 
talvolta indicare ponendo la caratterisUca A innanzi alia varia- 
bile stessa; cosl 

A = ( J? -f- A) — J? = Aa: , fyX'hh)—fx = Afx ; 

pcrci6 le equazioni (3), (4), (5), (8), (9) si possono tradurre 
nelle seguonti 
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Afx = Ax (fx + k] , Afx, = Ax{fx.-h\A, A« = Aar(a'+X), 

(19) 
Afx = Axf{x -+- K), A/i, = Aj?r(a:, + Kj , A/x, = A«n«o+ «^) ; 

inoltre Y equazione fondamentale 

f{x-hh)-fx 



diveotera 



tA/x ^ p Au -, 

Ar=0 [ Ar=ro 



(20) 



Fi. Ze derivate delle funzioni indeterminate di 
cui sono dale le proprietd caratteristiche. 



62. Principio. Dalle equaziooi (3) (13) [n. 55 c 60] si ha 

f(x-hh)—fx = hfx H- AX , 

/(a? -+. &) — /[a: — A) = 2Af a? -+. A(X H- X J ; 



c quindi 



fx + y-^fi^^^J^ 



L -^ — 1 



fx-h>^z=zfx ^ 



passando ai limili, sara (n. V^t] 
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(t) 







»=o 






(3) 



63. ScoLio. Oltraccid poich^ 



ml 



qaalanque gia Xy sapponendo che r sia una quantita capace 
di coDTergere verso lo zero con A, potremo porre 

— -^=l4-y ciod h=:yx; 

SB 

danque nellc fonzioni precedeoU sari lecito sostitaire r^ ad A, 
per lo che le equazioni (2), (3) diverranno 

-r^)-fa (4) 






(5) 



64. CoBOLLABio I. Sopponiamo che la funzione f goda 
ddla proprieUi indicata dalla equazione 

f{X'^h)=fX'i-fh; (6) 

avremo dalla (1) 

(7) 






donde si vedc che la derivata di fx sara in questo caso priTa 
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della X, e conseguentemente cosUote; rappresentando siffatta 
costante coq A sara 

Dfx = A (8) 

65. CoROLLABio If. Supponiamo che la fanzione f goda 
della proprieta espressa dalla equazione 

f[xh]=fx.fh; (9) 



ponendo ^^ in luogo di h, e facendo qaindi h = rx, avremo 

fx 
dimanierache la formula (5) dara 

Dfx = f^) J^^-^-^^-^ (11) 




Poiigasi ora WlL^') — ^ = t; avremo f (1-hr) = H- < r; 

7 

qaindi 

i2EM±2}^HA±^)= ^iog(i^<y)^^^g8j^-^ig) (12) 

r r tr ^ 

dove sari /3 = /y ; ovvero 
o dalla (12) risullera 



UJ 





logni + r) 


tz 


y 

-IOg(l-4-^) ' 




^ 




Ploirf(l+-y) 


Dfx- 


A: 1 r 


■ X \ Iog(l-h0) 




l=. ' 



qaindi D(x=^ J ..„h' fl> (**) 
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r equaziODe (13) mostra che r = ^ ^^tk = 0, quando sia 

fi = i. (15) 

Ora se ander^ a zero Id pari tempo di r, ponendo nella 
formula (H) r = dovremo pturre altresi = 0, oppure po- 
tremo mutare in 7 e determinare il limite con fare solamente 
7 = 0; dunque verificandosi la condizione (15) la formula (14) si 
ridurrii alia seguente 

log /(I -4-7) 

log(l-h7) (*^) 






fx 
La quautiU che moltiplica ^ 6 priva ddla x; indicandola con 

A 9 avremo 

Dfx=^ (17) 

66. CoRQLLARio III. Supponiamo che la funzione f goda 
deUa proprieU enunciata dalla equazione 

r^x^h)zzzfx.fh; (18) 

la formula (2) dard 






(19) 



La quantitii che moltiplica fx ^ priya della x; indicandola con 
A^ sar& 

Lfx = Afx. (20) 

67. CoKOiXARio IV. Sopponiamo che la faozione ^goda 
^Ua propiielA enuoctata della equazione 

f[xh) = fx-hfh: (21) 

X -+- h 

sostituoido in qoesta equazione ad h^ e facendo quindi 

h=:YX (n. 63) avremo 

per coi dalla formula (4) otterremo 
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|y=( 



r 



1 

Qui pure la quantila che moltiplica - ^ priva dclla x; rap- 
rappreseniandola con A^ sara 

Dfx = 4- (2*) 

68. CoROLLARio V* Supponiamo per ullimo che f goda 
della propriela indicata dalla equazione 

f[X'¥-h)—f(x — h)=:(px^h; (2&) 

la formula (3) Adxk immediatamente 

Dfx=\px^^; (96) 

Quindf indicando cod A la quantita, priva della Xy che moltiplica 
\px^ sar& 

Dfx = \Afpx. (27) 



F//. £« defivate delle funzioni indeterminate 

composte. 

69. Definizione I. Una funzione si dice semplice quando ri- 
sulta da una operazione sola che si Taccia snlla yariabile. 

70. Definizione II. Composta dicesi una funzione allor- 
quando risulta dalla combinazione di pin altre funzioni , sia che 
questa combinazione si faccia per mezzo di operazioni alge- 
briche, sia che si faccia mediante operazioni trascendenti. 

Secondochd le funzioni che vengono combinate insieme sa- 
ranno determinate o indeterminate la funzione composta risul- 
tante sarii essa pure determinata o indeterminata. 

71. Principio I. L' equazione (1) (n. 62) dimostra che 

\ hzzO 
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dunqae la ierivata d^una funzime eottserm U segno della funzione 
medesima. 

72. Principio If. Riducasi fx alia sola x variabile indipca- 
fieDto ; r eqaazione (1) (o. 62) dara 



=P 



danque la derwata deUa varMik indipendente e espressa dal- 
^unitd. 

73. Principio III. Abbiasi la somma 

5 = (par -f- \|/a? 4- ga: 4- 

r aocrescimento di questa somma conispondentc alVaccresci- 
mento h deUa yariabiie , sar& 

<j>[a? + ft) — (jwc •+- ^x -hh) — vj/a: + 5{a? + ft) — ^o? 
dividendo per ft e passando al limite, avremo 

n,=^^^--' ^^,...... .^.,.-...-?x 



.... 



t(p^^h)^(pX ^?MX H- ft) — v|;aj fj^[x -h ft) 
h -^ A + h- 

OTvcro 

/)« = I>^«r -f- Z)v|/a? -h Df Of -h . . . (1) 

il qual risuUaio pa6 scriversi altresi in questo modo 

$' = (fix -h ^'x 4- 5'^ H- . . . 

e poichd a questa funzione $' pud applicarsi lo stesso ragiona- 
meuto che abbiamo fatto rispetto ad s^ percid sar& 

/' = ^"a? -4- \|*" a? -4- 5"a; -4- . . . 
ed in generate 

«<") = (f^^^x -4- v|/*">a: + ?">a; -h . . . (2) 

dunque la derwata di qualunque ordine <f un polinomio e ttguak 
alia somma delle derivate delh stesso ordine di tuiti i mot ter- 
mini. 

7fc. ScoLio. Potrcbbc il polinomio contenere uno o piu tor- 
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mini costanli, ma essi bod comparirebbero nella saa derivata. 

Abbiasi « = a 4- bpx; 

y accrescimento della fimzione corrispondente air aocrescimcDto 
h delta yariabile , sai^ 

a -h hp[x -h A) — a — h(px = b[(^{x -^Kj — px] ; 
dividcndo per A e passaodo al limite , airemo (n. 3b) 



Ds = h 



otTcro D[a -h bq)X) = bp'x ; 

facendo 6 = risalta Da = 0; danque la derwaia <f una qwm- 
iiid costante si dee riputare uguale a xero, 

75. Principio IV. Abbiasi il prodotto 

p=(pocyl/x; 

r accrescimento di questo prodoUo corrispondente all' accre- 
scimento h della yariabile 6ar& (n. 57) 

^{a: -hh)^ {x-hh) — px^x 

= [(px H- h<p\x -h X)] [\fx -f- h^'{x -f- \)] — <f>x^x 

= hfpx^'{x -T- \] -f- h\fX<f>{x -h X.) 4- iV(ar 4- X) ^'{x -h Xj 

dividendo per A e passando al limite, avremo 

D[(px^x) =. pxy\/'x 4- y\fX(p'x; (3) 

danqae la dericata del prodotto di due funzioni e uguale allaprifna 
diesse moltiplicala per la derivata della seconda piu la seconda 
tnoltiplicata per la derimta della prima, 

76. CoROLLARio L Se uno de'fattori di { fosse costante, per 
esempio vp = a sarebbe v|/' = 0, e dalla eqaazione (3) ayremmo 

D[a^) = a<p'x = aD<px ; 

quindi D\apx] = D[aD(px) = aD\x ; 

ed in generate iy'[a(px) =3al^<px 

dunquc la derivata di qtMlufique ordine del prodotto d* utka co- 
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stanie per una funzUme e ugttale al prodotto di questa costante 
per la derivata dello $U8so ordine delta funzume, 

Tl. CoROLLARio II. Abbiasi il prodotto p=:uvtiDt...y%f 
tf, Oy to . • . . essendo funzioni della x; sar& (n. 75) 

D[uvu)t . . .) = uD[vu)L . . .) -4- [vtcl . . .)Du 
D(vu>t . . .) = vD[wt . . .) 4- («?/ . , .)/)» 



D{yz)=:yDx-hzDy; 
coDseguenlemente 

D{ucwt. . .) = (twr . . .)l>tn- (t#to< . . .)Z>i? H- (wtjr . .)lHr H- . ... (4) 

di qai si vede che la derivata del prodotto f e la somma delle de- 
rwaU prese rispetto a etascuno de' stwi fattoru 

Qaesta regola pa6 esprimersi analiticamente mediante Tequa- 
ziooe simbolica seguente; 

Dp =D^p-h D,p -h />,,j> + . . . (5) 

78. CoROLLARio III. S'e i fattorl u, v, tc, fossero uguali 
fra loro e indicati da Zj ciascuo iermine della derivata Dp 
Yerrebbe espresso da z^^^Dz; perci6 



Dz^ = mz'^^Dz; (6) 

e sapponendo 2 = 2?, x indicandb la variabile indipendente, 
sara Dx=zi (n. 72] , e quindi 

I>j?~ = »ia?*-* ; (7) 

le due eqaazioni (6] e (7) emergoDo per altro dalla ipotesi che 
m sia numero intero e positivo. 

79. Principio Y. Abbiasi il quoziente 

px 
^ ^x' 

sara 

px =2 qy\fx ; 

e quindi (n. 75) 

p'x = q^\/'x -h q'^i^x ; 

sostitueodo il valore di 9, e ricavando dalla equazioDe risul- 
tante il valore di q', avremo 
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dunque la derivata del quoziente di due funjoam i uguale al dim- 
sore molHpKcato per la derivata del dividendo mem il dividendo 
nella derivata del divisore^ la differenza divisa pel quadrato del di- 
visore medesimo. 

80. CoROLLARio I. Facendo ^ = 1 risultera 

D l=-4^ (9) 

81. GoROLLARio IL Facendo v|/dp = x**, m essendo intero , ed 
X yariabile indipeodente^ sara \|;'a? = mx*^S e percid 

1 fiw?*""* 
Z> -5; =: 5^j^ ovvero Da?"* = — ma:""*"* ; (10) 

X X 

daoque la formula (7) si maDtiene yera o?e anche \V esponente 
m diveuti negativo. 

8^. Probleha. Trovare le derivate euccetsive della funxiane 
compoeta fx + (i — x] a dove fx ed a sono funxiani della varia- 
bile Xy ed i costante. 

In virtu de*principj precedenti sari 

D(fX'+-{i — x]u) = Dfx-hD[{i^x)u] 

D{fx -h (% — x] u) = Dfx -4- (t — a:)IHi •4-aD(i— a?) 

Z>(/a: + (t-.ar)u)=: f a? + (t — a?) u' — 1«; (11) 

per conseguenza 

D^(fx^{i — x)u) = D[fx-h(i — x]vrj — u]; 

ma dalla stessa equazione (11) si ha 

D{fx-^(i — x]u') =zf'X'^(i — x)u" — u\ 
duDque 

D^{fx-h(i — x)u)= fa?-h(t_a?)ti" — 2u'; 
e pcrcid D'(/a? + (» — a?)u)=i:r^4-{t — a:)ti"' — 3t*", 

B'[fx -h{i — x) u) =r^-h (t — x) u'" — ku". 



D^x 4- (t — a?) u) izr^a; H- (i — x)u'''^— nu '*-*'. 
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83. ScoLio. Questo risultato si pu6 ben anche oltenere aveiido 
ricorso al teorema I (n.55); perocchd cambiando a; in a; + Ala 
fnnzione proposta diverra 

/Sr H- &(far 4- X}+ (t — d: — &) [u-+- fc(u'-4- Xj] , 

ovvero 

fx-hhifx-h)^) ■+• (i — a?) tt — Am -h A {i — x — h)(vl -*- \); 

sottraendo la funzionc proposta, ne verra 

hlfx -+- X) — Au 4- A (t — a? — A)(w'-f- X.) ; 

dividendo per A e passando al limite, ayremo 

fx-hli — x)u! — u; 

> • • • 

questa sari la derivata prima gi^ trovata di sopra; nello stesso 

modo potremmo passare alia derivata seconda, quindi alia terza,ec. 



VIII. Le derivate delle funzwni idenliche 

d'una variabile. 



8k. DsFiiiiiziONB. Due funzioni d' una variabile si dicooo 
idefUiehe fra loro quando si mantengono uguali per qualunque 
valore della variabile. 

L* identity di due quantity ti e t? s' indica in questa gnisa 
ti2:o, e si enuncia u identica a v. Nulla vieta per altro che 
una id^tita s'indichi ancora col segno della uguaglianza. 

8S. Tkohema I. 56 le funzioni (foc e y\fx sono ideniiche U 
loro derivate del fnedeeimo ordine saranno pure identiche. 

Dovendo la identity (px :z \pa; sussistere per qualunque 
valore della x^ avremo 

(p(x-\-h) z \|/{a:H-A), p[x-^h) — px z \Ka:-|-A) — \|/a?, 

p[x 4- A ) — px v|/ (a? + A) — ^x 
A ^ A 

qualunque sia A; quindi 

! (p(x -h A ) — px f ^x -h A) — vj/x 
h ^ h 
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ovvero <3^x z: -^'x. 

Nello siesso modo puo dimostrarsi essere 

i^'x z: v|/"a?, <^''x z: vj^^'a?, . . (}>*">n? z ^^^•'a:. 

86. Teorema II. St la funzione (f>x e identicamente uguak 
a zero le derivate e % differenziali di essa saranno pure tdetiltco- 
mente uguali a zero. 

Infatti dalla identita (px^zO^ si ha 

p[x -h A) z: , p[x -hh) — <px^O 
pix-^-k)— (px ^ r ^ta^-f-A) — <pa ?_^ 

ovvero p'x z: 0. 

Conseguentemente 




/X / Teoremi del Maclaurin e del Taylor. 

87. Pringipio. Sia ft una espressione analitica qualanque 
nella quale si trova la indeterminata t; sostituendo x-k-i — x 
ad «, otterremo ridenlitd 

fi^f[x^i-x), (1) 

la quale sussisterA qualunqne sia il valore della a:; pu6 adunque 
la X ripntarsi variabile ed ♦ — a:, potri considerarsi come un 
accrescimento indeterminato di essa; avremo adunque (n. 55) 

fi:z:fx-h{i — x){fx-^>.), 

e ponendo /"'a? -4- >^ = w, 

sara /tz:/a?-f-(t — a:)w. (2) 

Ma siccome variaudo la x non varia /t, pcrci6 fi ed % si ripule- 
ranuo costaati; talche prendcndo le derivate d' ambedue i mem- 
bri risullera 
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Ozfa: H- (♦ — a;) u' — tt 
Ozfa? + (t — a:)u" — 2m' 

Ozf'a? + (» — «)ti^' — 3u" 



z /^"'a? 4- (» _ x) u <"»— nM<**-*' 



dalle qaali si ha 



uzz. f a? -H (i — x) u! 
\i'zzi\P'x-\'\[% — x]u'" 






dimanicrach^ risalendo alia eqaazione (2) mediaote le successive 
sostitozioni de* valori u, ti', ti'. . . avremo 

f,=fx^li-x]rx+^[i - a?)Y'a? . . . + i^a^S.^n ^*-^^^/""'^"^"'^^^ 

88. Teorema I. Sia fi una espressione analitica qualunque 
fiella quak si irova la indeterminaSa i; sard 

Poichd la X non entra nella espressione (3} che apparente- 
mente, com* 6 appunto apparente nella identity (1) dondesiamo 
partitiy potri farsi a; = 0, lo che dar& immediatamente Tequa- 
zione (4). 

89. Teorema II. Sia f (i + h) una espressione analitica qua-- 
lunque nella quale si trovano le due indeterminate i e h unite in- 
sieme mediante Faddizione; sard 

r(i+*)=/;+ Jrt+ j^/"i . . . .+_^ pi+... (5) 

V identity (1) e per conseguenza V equazione (3) sono vere 
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qaalunque sia t; possiamo adunque sostitaire t + A ad i; 
avremo allora 

f[i -4- A) =z /j? -f- (t-h A — x)fx + j-5(t -hh — xYf'^ • • • 

iDolCre la x non entrando in questa espressione cbe apparen- 
temeote pa6 riceyere qualunque valore; facendo adunque :r = t 
otterremo Fequazione (5). 

90. ScoLio. Le equazioni (&] e (5) suppongono cbe la t e la 
A sieno quantity indeterminate. Gioya il sapere cbe il primo 
teorema ^ detto Teorema del Maclaurin; V altro d noto soito il 
nome di Teorema del Taylor. 

X I differenziali delle funziam (f una sola variabile. 

91. DEFimziONE 1. Cbiamasi differenziale d'una funzionc 
il prodotto della sua deriyata moltiplicata per raccrescimento 
della yariabile indipendente. 

92. DEFiniziONB 11. II differenziale del differenziale d' una 
funzione fx cbiamasi differenziale secondo o differenziale del 
secondo ordine di fx; il differenziale del differenziale secondo 
cbiamasi differenziale lerzo o differenziale del terzo ordine di 
fx; e cosi di seguito. 

93. Definizioivb III. I calcoli pei quali si determjnano i 
differenziali delle funzioni si dicono differenziationu 

94. Definizione IV. L'indagine de'metodi da usarsi per 
troyare i differenziali delle funzioni, Tindagine delle proprietii 
dei differenziali medesimi, 1' applicazione di queste propriety 
alia soluzione de* problem! formano Y oggetlo del Calcolo diffe- 
renziale. 

95. Caratteristighb dei differenziali. n differenziale 
d' una funzione s' indica . scriyendo innanzi ad essa la lettera 
minuscola d; perlocbd il differenziale della funzione fx^ sup- 
posto cbe A oyyero Aj; sia V accrescimcnto della yariabile, 
sar^ 

dfx = hfx = Axfx. (1) 

I differenziali soperiori al primo s* indicheranno scriyendo al 
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di Bopra della letlera d on Dumero che ne esprina I*ordine; 
dfXf d^fXf J^x...d^fx saranno i differenziali successivi di fx 
dal primo ordine sino alF nT inclusive. 
Frattanlo sari 

(P/5r =: ddfx, ffx = dd^fx, ...drfx = ddT-^^fx. 

Sead indicare le fuDzione fx ci varremo della lettera u i dif- 
ferenziali saccessivi di questa funzione si rappresentcranno con 
chi, (Tu, d'u...; e sara 

Relativamente alle fanzioni di piA variabili indipendenti 
6 da notare che poleodosi avere di esse le derivate parziali 
rapporto a ciascuiia di tali variabilis potranno aversi aUresi i 
differenziaU parxiali. I differenziali parziali di u si esprimeranno 
cosi djif djUf d.tt... cio6 con caratteristiche analoghe a quelle 
che gik usammo rispetto alle derivate; d^u esprimerd il dif- 
lerenziale parziale della t4 preso rapporto alia x^ d^u il 
differenziale parziale preso rapporto alia y» ec.; talmentechd 
sarft 

d,tt =iw'.A^, dju = ti'yAy , dju = w'.Ajjj, . . . 
Cosl le espressioni 

ifl^fVi J8...), df{x, y, %...) 

indicheranno respettivamente il diflbrenziale secondo, ed il dif- 
ferenziale nT" della funzione /[x , y , x . . •] presi rapporto alia x. 
Cosi 

d f{x, y, j»...) 

esprimerft il differenziale preso rapporto ad y del differenziale 
giji preso rapporto ad x della funzione f(x^ y, z ...]. In generate 

esprimera il differenaiale deir ordine ni + n + p-h... inresa 
In volte rapporto ad Xy n volte rapporto ad y, p volte rap^ 
rapporto a 2, ec. 
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96. ScoLio I. Focciasi nella eqaazioae (1) fx =: x; ayremo 
dx=^hx'\ ma a?'=:l, dunqae cte=:A=:Aa:; dmique t7 df^- 
ferenziale della variahik indipmdente e ugtuk alF accretcimmio 
iniziale di questa variabUe. 

97. ScoLio II. Fraltanto TequazioDe (1) diventer^ 

dfx=:fxdx; 

ovvero, facendo fx = ti, 

du z=r. u'dx ; 

in questa equazione la u* prende il nome di coeffkimU digferm- 
ziale; diguisache si dice che il coeffieknU diffirtnxiaUt ossia 
la derwata f una funzwney esprimc il rapporio del differennak di 
essa al differenziale della variabile. 

98. Sgolio IIL La deri?a(a d* una funzione uz=zfx puo 
aduoque esprimersi in questi tre modi diversi, 

«• ^' di' 

£ da notare che iodicando la derivata di u mediaote I'espres- 

sione ^ venghiamo a designare la variabile rapporto a cui si 

prende tal derivata, in\ quella gaisa medesima che questa de- 
rivata si designa mediante la caratteristica D.ti. 

99. ScoLio IV. Si raccoglie da ci6 che ogniqualvolta u 
sark funzionc della variabile indipeodente x^ avremo (n. 61) 



pAu 


du 

m 

' dx 


A«=o 





Att 
cioe ad esprimere il limite del rapporto ^ bastera mutarc i 

A in d, 

100. Principio I. Poichc (n. 61] 

Au = utAx -^ KArc ; 

sostituendo du ad u'Ax^ c tD a kAj?, a?remo 

Am = dw 4- w ; 
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di qoi risQiia chc V accresctmento delta funzione u corrispon- 
dente a un dato accrtscimento Aor delta variabiU x i uguale 
at differenxiale delta funzione stessa pni una quantitd capace di 
decrescere indefinUamente in pari tempo di Ax, e di andare a 
zero per Ax=:0. 

101. Pringipio II. Esscndo i^Ofx il differenziale di fx nel 
supposto che t^ sia V accrcscimeDto attribuito alia variabile x 
in questa prima differenziazione [n. Sk), cosi il diCTerenziale 
di ioDfx sara il prododo della derivata di questa funzione per 
r accrescimento t, da attribuirsi alia variabile x in questa 
scconda differenziazione; dimanieracli^ avremo 

d*fx = i.DAoDfx. (2) 

Parimente il differenziale di i^BAfPfx sari il prododo della 
deriyata di questa fbnzione per F accrescimento i, da attri- 
buirsi alia variabile x in questa terza differenziazione; cio^ 

d*fx = i,DA,D.iJ>fx. (3) 

Cosi il differenziale di ij>.ij).ij)fxy indicandoi,raccresciniento 
da attribuirsi alia variabile x in questa quarta differenziazione, 
sari 

dffx = i^D.i,D.i,D.iJ)fx. (k) 

In generate sari 

rf/a? = Ci^C^-Cs • • • D-iffifa^ (5) 

102. Principio ni. Se la x sari una variabile indipendente, 
gli accrescimenti to, t,, t,, i, ... saranno qnantiti cui potremo 
attribuire il valore che vorremo; quindi saranno necessaria- 
mente costanti; potranno altresl essere uguali. Ora 

1° Se gl' accrescimenti t^, t,, t,, t, ... saranno costanti Ic 
formule (1], (2), [3], (4)... si cangcranno nelle seguenti 

dfx = i,Dfx , d'fx = i.iJPfx , d'/a: ;;:: i,i,ij)'fx, . . • (6) 

dTfx = t,^, . t„_, . . . t, . iol^fx. 

2° Se gli accrescimenti to» hf ^f-^n-i saranno inoltre 
uguali fra loro, e indicati tutti da A, avremo 

dfx = hDfx, d^fx—h^Vfx, rf»^a? = A»Z>yjr, ... (7) 
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ovvero 

df=hfx, d'fx:=zhYx, d'fx = hY'x, ... 

drfx = KTx; 

dunque quando gK accreicimenti sficcessivi dtUa variabik iono 
costanti il rapporto del differenziak nT* delta funzione alia deri- 
vata n**' di essa i uguaU al prodoUo degli accrescimenti medesitni; 
se gli accrescimenti ottre ad essere costanti saranno tutti uguali ad 
h t'l rapporto del differenziak n^ delta funzione alia derivata 
n^ sard uguak alia n*** potenza di h. 

103. ScoLio I. Le eqaazioni (6], quando le successive derivate 
in esse contenate si volessero ricondurre al loro primitiTO signi* 
cato, si potrebbero trasformare nelle s^aenti ; 






n o; -4- 1,)— fa? 






104. ScoLio II. PoDiamo h=zdx[n. 96); la potenza n** di k 
s'indichert cosi dx*, riserrando Tespressione (Lo^ad indicare il 
differenziale della funzione x\ Allora le formule (7) dlverranDo 

dfx=fxdx, d'fx=f'xdx\ d''fx = rxdx* ... drfx = f''^xdar; 

« 

ovvero- 

du = u'dx, ^u — vi'dx , ^u = ii"'<te* . . . <Po =r Wdx" (8) 



IL CALCOLO DIFFERENZIALB 47 

dondc si racooglic che la derivata tT* della funzione t4 nella 
ipotesi di dx coslante , pu5 indicarsi mediante il rapporto 

105. ScoLio III. Poichd i prodolli hfx, h^f'x, A'f 'a;, . . . sono 
ordlnatamente uguali ai differenziali dfx^ ^fxj d^fxj . . .(n. 102) 
coQcladeremo che la rormola del Taylor pud prendere la se- 
guente forma 

facendo/b? = ti, /(jjh- *) = «,, sari 

du d^u dPu d^u (Tti 



**f — « H--r-*- "4-0 ^-roo"+-'4 a o ; • • • ^ 



e qaindi 



1 "1.2^1.2.3^1.2.3.4 "1.2..n" '" 



du d^u (fu dTu 



«. — «« = -r-+- ra-+-To-b •• + 



1 ^1.2^1.2.3'^ 1.2..n"' 



di qui si rileva che t succemvi differenziali cP una funzione sono 
i termini stem deUo spiluppo delsuo accrescimentOfrespetiivamente 
moUipUcati per i, 1. 2, 1.2.3, • •• 

106. PaiNCiPio v. Allorquando gli accrescimenti 1^, i'l, t,, t,... 
si repntano Tariabili ^ soperfluo sapporli disuguali fra loro ; 
converremo adunque di rappresentare anco in questo caso cia- 
scano di tali accrescimenti con dxy riputando dx yariabile. No- 
tisi che dx sari variabile tostochd x sara fun/ione d' un altra 
▼ariabile indipendente t; infatti da or = 9^ , si ha 

dx = <p'tdt, (9) 

la quale eqnazione mostra che dx^ ore anched/ sia costante, ra- 
ria al variare di < a cagione del fattore ^'1. Anche fxy sostiluendo 
ad X il sao ralore espresso per t^ diverra funzione di t; talch^ 
la sopposizione di dx variabile esige che si considerino Xf dx, 
ed fx come Amzioni di un' altra variabile t 

Frattanto facendo i^ =: ij = «,= • • . = cte ed /b? = ii, le eqna- 
zioni stabilite al n. 101, diverranno 
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du = dxDu, dPu = dxD.dxDu, dPu = dxD.dxD.dxDu, . . . (10) 
ovvero 

du = u'dx, d^u = dxDdu , d'w =z dxD^u, . . . ; (11) 

dalle quail equaziooi, mutando u in x considerata come fua- 
zioDC di ^ avrcmo ancora 

dx = a?'*, d^x = dxDdx, dPx = dxD(Px, . . . (12) 

Perloch^ quando si osservi che la derivata del prodotto ufdx 
(il quale d un prodotto di due funzioni d* una stessa yariabile t) 
si pu6 determinare mediante il principio stabilito al n. 75, oi- 
terremo 

Ddu = D{u'dx] = vl'dx -f- uiDdx 

d*tt = dx{vl'dx 4- u'Dx) , 

d'u = td'dx* 4- vl.da:Ddx , 

d'ti = xi'dx^ + u'd?x ; (13) 

quindi dfu = dxD{%edx'-{-ud''x), 

d'^u = dx[u'"dx* ■+. 2ti'dxDdx -h u'd'x -f- i/Dd* jr) , 
d^u = u"'dx* 4- 2vl'dx.dxDdx -h ti'dxd*x -h u.dxDd^x, 
d'tt = u^'dx"" + 3uVa?rf*a? + u'd'ar; (14) 

nello stesso modo otterremo i differcnziali rf*tt, (fu, . . . espressi 
come lo sono i precedenti per le derivate di ti e pei differen- 
ziali saccessivi delta x. Notisi che u\ u", u\ . • • sono le deri- 
vate di fx prese rispelto ad x; dx, d^x, dPx,... sono i diffe- 
renziali di ft espressi respettivamente da f'tdl, f'tdt\ ftdf,... 



XI. I differenziali delle funzioni indeterminate 

composte. 

107. Principio I. Moltiplicando per dx Tequazione (1) 
n. 73, avremo 

dxDs =z dxDpx -h dxD^x -^ dxD^x 4- . . . 
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coDsegaentemeDte 
tn gt^oerale 

duDqae, dr esseado costante o variabile, U diffennxiale di qua- 
hmque ordhu d* tin polinomio i uguak aUa iomma iif differenxioK 
deUo 8te$$o ordine di MH % $wn termini. 

108. ScoLio. Sia a una costante; sarii Da = 0; dxDa = 0; 
dimqae il differenxiale d^una quantitd costante dee riputarei 
%igyale a zero. 

TalmentecM i termini costanti contenuti nel polinomio s 
non compariranno nel sao differenziale. 

109. Principio II. Moltiplicando per dx Tequazione (3} 
n. 75, avremo 

p'dx = pT\t'xdx •+• ^xp'xdxy 
oftero dp = (f>xd^x -h (pxd>\fx ; (8) 

dunqae t7 differenxiak del prodotto di due ftamani i uguale aUa 
prima di esee moUiplicata pel differenxiale deUa eeconda piA la 
seeanda moUiplicata pel differenxiak deUa prima. 

110. CoROLLARio I. Se uno de' faltori fosse costante per 
esempio \|/ = a sarebbe dv|^ = ; conseguentemente 

d{a^) = ad<f)X y 

^[a^)z=zaffpXy 

in generale d*{a(t>x) = ad^px ; (3} 

il differenxiale di qualunque ordine del prodotto di una costante 
per una funxione i uguale al prodotto delta costante pel differen- 
xiale delta stesso ordine di quella funxione. 

111. CoROLLARio 11. Moltiplicando per dx r cquazione (4) 
n. 77y avremo 

4xD{ucu>.. .) = (we* . .)dxDu -^{uw.. .)dxDv -i- {uo ...)dxDw. . . 
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ovvero 

d[uvu> ...):=: (rtr . . .)du -j- (mid . . .)dv -f- (tit? . . .]du> ... (4) 

donde si vcde chc t( differenziak del prodoito p i la samma dei 
stwi differenziali pfesi rispelto a ci€U€uno de^fattari u, v, w .•* 
di che si compone il prodoito stesso. 

Questa regola pao csprimersi analiticamente roediante 
1' cquazione 

dp^d^p-hd^p -hd^p-h... (5) 

112. CoROLLAaio III. Se i fattori ti, r, to... saraDoo 
uguali fra Iofo, e rappreseolati da z ciascuQ termine del diffe- 
renziale di p si ridurr^ a x'^^dx^ ayremo adunqae 

dk- =: mxT-'dM. (6) 

Questo calcolo suppone per altro che V esponeate m sia intero 
e positivo. 

113. ScoLio. Quando gli accrescimenti to, t,, t,, t,... si 
suppoDgono costanti, uguali fra loro e rappreseutati da da?, il 
differenziale di qnalunque ordine della funzione u si pud deter- 
minare per mezzo del solo piincipio espresso dal Corollario I 
(o. 110]; infatti dalla dcfinizionc del differenziale ayremo primie- 
ramcDle 

du = ti'Ar , du' = %Pdx, dvl'= ii'dx, . . . dw*— *>= vT^dx 

e quindi, in yirtu del Corollario I, 

d^u = diidx=:ii'dx\ dPu = dti'dx = u'"dx\ . . . 

in gcncrale (Tt* = tl^^'cte". 

114. Principio III. Moltiplicando per dx Tequazione (8) 
n. 79, avremo 

.J px _ ^xp'xdx — px^'xdx . 
ovvcro ^px^],xdpx-pxd<f>x 

^X \\/X^ ^ ' 

dunque il differenziale del quoziente di due funzioni e ugmle al rft- 
visore moUiplicaio pel differenziale del dividendo meno il dividendo 
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moUiplicalo pel differenziale del dwiearcy la differ enza divisa pel 
quadraio del divisore medesimo. 

115. CoROLLARio I. Facendo px=:i risuUera 

116. CoROLLARio n. E di qui, facendo y\ix = x"", s'inferisce chc 

1 dx^ 

rf-=:= i=r- ovvero dx'"^ = — ma:~*~*. (9) 

X ar^ 

• 

Qaesto calcolo suppone per alUro cbe V esponeDte m sia ialero. 

117. ScoLio. Si noli cbe le equazioni (1) (4) (7) differiscono 
dalle eqaazioni (1) [k] (8) [YII) per la sola caratteristica d, la 
quale 6 majuscola nelle prime, miouscolanelle aUre:dunqucso- 
slilQendo alia caratteristica 2) la d quelle equazioni, prima rela- 
tive alle derivate , passano ad esprimerc allrettante proprleta 
del difEerenziali. 



A7/. Le derivate, % differenziali, e gli sviluppi m 
serie delle funzioni semplici x**, a*, log x, sen x , 
cos X, tang x, cot x. 

118. Problbma I. Trovare la derivata di x"". 
Soslitaendo xh ad x, la funzione x^ dara 

[xkr^x^h"^; 

la funzione x* gode adunque della propriety enunciata dalla 
equazione (9) n. 65 ; e perci6 la derivata di essa potra dctermi- 
narsi mediante la formula (16) n. 65, ove si veriGchi la condi- 
zione ^1 = 1. Ora ponendo fx = x^ si trova 

A =!•=!. Ai-4-r) = (i + yr, iogAl^r) = wlog(i-4-r), 

dunque 

Dxr=fnx*"' (1) rfx* = iiu;— *(/a? (2) 

qualunque sia m. 

119. COROLLARIO I. Le successive derivalc di a?'" sarauno 
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Z>»»* = m(m— i)(m—2]x 



D''a;"' = m(m — i)..,. [w — (n — l)]a?— *; (3) 

fiicendo m=:ii, aTremo pure 

irar = l. 2. 3.... m; W 

le derivate susseguenti son nulle. 

120. CoBOLLABio II. Soslitnendo — m ad m avremo le i^y 
mate della frazione semplioe razionale x"^, e sar& 

a?* a:^^ 

i f 

D* ^= m(fn -^ i) ^.^ 



^'^ = -'^(*» + *H«»H-2)^ 



ir^^ ={_i)"m(m4-l)(m+2)...{fii-+-n-f) -i^ (5) 

X X 

per ms=l sara 

11111 1 

a: a:" J? x* x »* 

2rl = (_l]M.2.3 ....n^ (6) 

121. CoROLLARio III. Sostituendo — ad m avremo le de- 

m 

rivate dcUa funzione irrazionale \/x^ e sar& 

D- C'a: = (- ir\f» - l)(2m -- l)(3m - < ) . . . [(« - l)m - 1 ] ,_ 
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per m=3avremo 

(— lp*l. 3.5.7.. ..(2n-.3) ,o^ 

posto n = l si tro?a 2n — 3 = — 1; ci6 mostra che il nume- 
ratore dee arrestarsi al primo fattore ( — 1)*"' = ( — 1 )• = 1 ; 

perleche aara 'D\/x = « / {!<>) 

122. CoROLLARio IV. La serie del Taylor (d. 82) mediante le 
derivate che abbiamo troyato di sopra dara gli STiluppi di [x-^-H^y 

(ir-hA)"*, y/[x-\'K\\ baster^ per altro tener conto del primo di 
e$siy perchd essendo la formala (3] vera qualunque sia m potra 
lo STiluppo medesimo estendersi ancbe al caso di m negativo e 
di m fratto. Siffalio STiluppo sar^ 



m(m— 1)(m — 2)... [m — (n — 1)] ^^_,^, . . 
■^ 1.2. 3 n ^ A4-..., 

esso h noto sotto il nome di formula newtimiana del binomio. 

123. CoROLLARio y. Abbiasi una funzione intera di x^ 

u = a?* -f. At*-* -+- J?a;*-' . . . -h 5a: 4- T; 

sara 

1>M = ma:*~* 4- (m — 1) ilo?— * -h (m — 2)*ar*-' . . . -+- 5 

ad ogni derivazione gli esponenti deUa x $i abbassano cT una unitd 
e sparisce il (ermine costanie. La derivata m**" sara 

l>-tt = l. 2. 3. 4 .... m; 

da ci6 si raccoglie che la derivata m*' d' ana funzione intera* del 
grado m ordinata per le potenze discendenti della x d uguale 
alia derivata m*** del primo termine. Le derivate susseguenti 
son nulle. 

124. Prorlema. II. Trovare la derivata di a*. 
Sostituendo x + A ad ar, abbiamo 
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diinque la funzione a' gode della propriel& enunciata dalla equa- 
zione (18) n. 66 , e perci6 la saa deriTata dovri determiDarsi 
medianto 1* equazione (19) n. 66, la quale dara 

o a*— 1 




siccome ponendo A = si ha 0^=1, perci6 indicando con y 
una quantity capacc di convergere verso lo zero in pari tempo 
di &, potrcmo porre 

a*=zl4-r; 
doode si ricara 

Aloga = log(l^-r)» 

ta*— 1 , Q 7 
—T ='^8«{ log(l+rj' (12) 

ponendo | log (1 -f- r) = ^' (13) 



r=o 



avremo 



D(f ={Tloga)a% (U) 

i>V = (rioga)V, 
Z>V=(rioga)V; 



a 



e conseguentemenle (n. 82) 



(IS) 



(16) 



1 ^1.2 ^ 1.2.3 '^'^'' 

«» = 1 ■ y^toga , {Thlogaf jThloga] * 

i 1. 2 "*" 1. 2. 3 "•" • • 

PoBgasI la somma di tuUi I coefficienti di questa serie uguale 
ad e; aatk 
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Or si osservi che fiicendo 

rAloga=:l cio^ *=rto^' 

a^ si cangia in e; ci6 porta a concluderc che 

1 

^ Tioga ^,. (18) 

doode si ha, prendendo i logarilmi da ambedue Ic pari!, 

logc 
laonde, stanle Tequazione (13), sara 



e per Y equazione (ik) 



r 




1 


log(l-Hr) 


~loge' 


Y=:o 




1 


D(f = 


logo 


a*. 



loge 



(20) 



Qui i logaritmi di a e di e sMotende che-appartengano ad un 
sistema qualunque: se piacesse di riferirli al sistema del loga- 
ritmi cosi delti iperboUci o neperianif la cai base sappiamo es- 
sere e, e che si designano colla lettera miouscola 1 , sard 
]e=:l;per cui cangiando nelle suindicate formulc log a, loge 
in la, le, avremo 

c=l (21) 




Da' = a'lo. (22) 

Se poi i logaritmi contenuti nella formula (20) si volessero pren* 
dere nel sistema avente per base a, cio6 la base stessa della 
qaantit§ esponenzlale, e che designeremo colla leltera maja- 
scola L avremoLa=l; per la qual cosa cangiando log a, loge 
in La, Le sard 

Da' = f. (23) 

Le • 
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125. CoROLLARio 1. Alle formole (20), (SS}, (23) conse- 
guono frattanlo le tre differenziaii seguenti ; 

dar = ^^<fdx (2*) 

loge 

daf = laufdx (28) 

dif = ^ (26) 

Le 

delle quail la prima ha luogo qualanqae sia la base,IasecoDda 
suppone che la base sia e, la terza che la base sia a. 

126. CoROLLARio II. Le tre diverse espressioni della deri- 
vata prima danno tre diverse espressioni per ciascuna derivato 
degli ordini superiori. OrdiDariamente si usa la (22) essendo la 
piii semplice; da questa formula si ricava 

D*(f = (fla\ D^(f = (f\a\ D*(f = (fla' ira' = (fkr (27) 

notisi che la" indica la potenza n.*"* del logaritmo di a; l.if 
esprimerebbe il logaritmo della n.*** potenza di a. 

127. CoROLLARio HI. Sostituendo il valore di T (19) nella 
equazione (16) avremo, 

1° la base essendo qualunque 

e mutando h in x 

._- , logfl a: log a' a?* log a* a?' .^. 

^-*"^Rre"i"^i^'T'-o"^i5ii^-i:2r3"^--- l^' 

2** la base essendo e 
o'=l+laf-Mo'*-^H-lo»jj3-f-.... (80) 

3^ la base essendo a 

^=^-^ui-^i?T2"*"L?i:2j^ •• ^^*' 

128. COROLLARIO IV. Facendo a = c, la formula (22) da 
D^ = e'; quindi D\' = e% DV .... Z>V=e'. (32) 
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danqae b derwate di qudltmque ordine della funzione e* sono 
ftguaU aUa fimxume medesima. 

Le equazioni (20) , (23) confermano qaesto resoltato, perche 
allorqiiaDdoa = e il logaritmo di a d ugaale al logaritmo di e 
qaalunque sia la base, ed Le si mata in La= 1. 

Ciascano del tre sviluppi di tf*, fecendo a = e, dar^ 

129. Scotio. Lo svilappo deOa espooenziale e" basterebbc 
a determinare i tre sTQappi saindicati rdalifi ad tf. Infetti 
poDgasi r IdentiUli e** = a; da essa avremo 

laloge = Ioga, l« = j^-^' W 

lof • lof a 

qaindi e«««=a, eT5n""=:tf"; (35) 

talchd la serie (33) la quale esprime lo svilappo di e*, sostituendo 

xloff CI 

|V~ ad Xf si mata neDo sviloppo di a* troyato di sopra. 

130. Phoblbma III. Travare la derivata di log x. 
Supponiamo in primo loogo che il logariUno sia iperbolico. 

Sostitoeiido xh ad x si trova 

l{xh) = ]X'h\k; 

danque la funzione Ix gode della propriety espressa dalla 
eqoazione (21) n. 67; diguisach^la sua deri?ata sart determi- 
nata dalla formula (23) n. 67, la quale di 



Dlx= — 




(36) 



ma stante 1' equazione (21) n. 124, 




= 1 

1-fr) 
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1 

dunquc Dlx = - . (37) 

X ' 

Or poich^ ridentita a =x dk 

LxAa = la; , (38) 

percid sostitaendo nella (37) LxAa ad lo; , e quiodi dividendo 
per \a avremo 

Dl^ = ^; (39) 

4 

ed osservando che e^* = a > laXe = 1, e che perci6 la = -r- , (40) 
avremu altresi DLx = (41) 

X 

131. CoROLLARio I. Le formule (37), (39), (41) danno poi 
i diffcrcnziali seguenti 

<ax = ^, (42) 

dLx=^=^^. (M) 

xia X 

132. CoROLLARio II. QuaDto alle derivate degli ordini su- 
perior! ponendo mente alia formula (6) n. 120 , oUerremo 

D*\x = — ^y />*lr = 1.2\ D*la? = — 1.2.3^... 

a?" a?" x^ 

JD»lar = (— 1)— M.2.3 .... (n — 1)-4- (**) 

X 

Queste derivate moltiplicate che sieoo per Le, oppure di?ise 
per la, si muteranno nelle derivate di Lj?, come risulta dalle 
formule (39) e (41). 

133. CoROLLARio III. Frattanto la formula del Taylor dara 

ovvero 

lA A\ A 1 A 1 A 1 A . ffi%\ 
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sosUtaendo x ad - , avremo 

l(H-a:)=|-:^ + ^-.^ + .... (47) 

Or poichd le equazioni (38) e (&0} danoo 

1(1 ^- «) === L{1 H- «)la == H!g-l) , 

perci6 avremo ancora i due STiluppi seguenti 

L{H-*) = Le(|-J-t-}'-^4-...). (W) 

134. PROBLEMA IV. Tnjvare le derivate di senxe cos x. 
Rispetto a sen J? sostituendo successiramente x-hh ed 
X — A ad a; e prendendo la differenza dei dae risultati, otterremo 

sen (a? + A) — sen (a? — A] == 2cos a; sen A ; 

di qoi si vede che la fanzione sen x soddisA alia condizione (S5) 
n. 68, e perci6 la sua demata doYr& determinarsi mediante la 
formula (26) n. 68 ; porremo adnnque 

px = ^coaXf \)/A = senA, 

ed avremo 

sen A 



D sen a; = cos 



[ sen A 



Qoi si osserri che essendo h=zM (sen A, tang A) , sara 

sen A ^/senA senA \ .,,. ,. 

'-r— = M[ — i-» ; r j=:J|f(l, cosA ; 

A VsenA tang A/ ^ ' 

ma {cos A = 1 , dunque (n. kk) 

'^''^=1; (50) 
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c coDsegaeDtemeDte 

J9 sen 0? =: cos x. (51) 

Rispetto a cos 0? osseryeremo come sopra che 

cos{x-+-h) — cos (a: — A) = — 2 sea op sen A; 

donde risalta che anche il coseno soddisfi alia condizione (25) 
n. 68; la deri?ata di cos^ potr^ adunqae ricararsi anch' essa 
daUa formula (26) n. 68, poncndo 

90? = — 2 sen iT, ^k = senh; 
per cui risultera 

II cos jj = — sen x 

OTvero Dcosa; = — senoi;. (52)^ 

135. CoROLLAEio I. Le formule (51) (52) danno immedia- 
tamente 

daenx = co8xdx (53) 

dcosa; = — senxdx. (54) 

136. CoROLLARio IL Frattanto sard 

1° Z)'sena? = — sena:, D'sena? = — cosx, l>^8enx=senx; (55) 

qaesf ultimo risultato dimostra cbe la derivata quinta, la seata, 
la settima ec. avranno i medesimi ralori delle qnattro deriyate 
precedent!, i quali si riprodurranno periodieamente nel mede- 
simo ordine: 

2® D*cosa: = — coso?, JD' sen i; = sen a?, D^senx = coBx; (56) 

qui pure Tultimo risultato dimostra che le deriyate quinta, sesta, 
settima ec. ayranno i medesimi yalori delle quattro derivate pre- 
cedent!, i quali si riprodurranno periodieamente neU'ardine stesso. 

137. CoROLLARio III. Le deriyate suocessiye del seno e del 
coseno possono trasformarsi ancora nelle seguenti espressioni {*); 



(*) Si osseryi che 
cosfjc-t- 2 I* ) = co8f —« — 2'^)> — 8enf«-4-2 'pj -senT— «— jW j ; 
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D senap=sen(d; + |4r] 

D'8ena?=:8en(a?4-f7r) (57) 

D* sen a? = sen (a? -h i n) 



passando al complemento sari i*?;t: 

cosi ^ -h « ic j=8eD( « -I — 5 — 9 J (a) 

— senfoTH- A*)=c<>6(^H — J- itj; (6) 

sosUlaendo n + 1 ad n ndia (a), e paragonando il risnllaCo m^ (b) 
avremo 

passando ai complemeoli , mutando i segnl agli archly e sostitoendo 
n -H 1 ad M, avremo altresi 

cosf a: -4- 2 '^ } = ~ cos f « -*- -^ — « j ; [d) 

Gnalmente soslilaendo neUa (fr) n— 1 ad n, ayremo 

cosf«-*- ^itj =: — seDfap-f- — « — «J (e) 

Sicchd per trasformare il seno in an ooseno che abbia lo stesso yalore 
ci rarremo della formiila (a) che qui Irascriviamo 

cosfoPH- 2 '') =8en f«H- — ^ — «j (1) 

Per trasformare on seno negalivo in un seno o coseno posilivo, ci 
varremo delle formnle (6), (c), in virtA delle qoali sari 

— seof a? -H 2 9t j = senf x h ^ — ^/^ ^®( * "* 2^ * / ^^^ 
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D GOSO?: 


-— COS (a? H- } ff ) 


D'cosa?: 


=:cos(a?H-|ir) 


D* cos X : 


= cos (a? -4- } tt) 


D* COS X : 


= COS (a; -f- } tt) 


/)*COS X : 

• • • 


= cos (ar •+• 1 it) 
• • • 



(58) 



Per (rasfonnare un coseco negative in an seno o coseno positive ci var- 
remo delle fermale (d), {e\ cio^ 

— co8( a: -*- 2 « ) = sen! x h r — w j = cos( ic h r — « J (3) 

Le fermule (1) {%) (3) riescone aUlissime in melte analiticbe (ra- 
sfennazioni. 

Infatti proponiameci di (rasfermare (otti i termini 

-hcesfl?, —seno?, — cos a?, -hsenx, +ces£ry —sen a?, ec. 

in una serie di seni pesitivi. 

Avremo dalla (1) per n = , -»- cos a? = sen (a: -»- J'lr) 
dalla (2) per n = o, — sen a? = sen (a? -t- } w) 
dalla (3) per n = 4, — cos (a?-4-2«}= — cosa; =sen(aj -h f w)j 
oUracci6 k manifesto che -t- sen a? = sen (ar-4-2it) =r sen (a? h- | it). 

Or siccome senza allerare il seno possiamo aggiangere all' arco an 
namero qaalonqne di circonferenze, perci6 sari 

-H cos a? = sen (a; -4- f It J 
— sen ar = sen (a? -*-!«). . .. 



donqoe ai termini dati potranno sostitairsi i segoenii 

sen(a?-Hjflr), sen(a?H.f ir), sen(a;-H|«),8en(a?-*-|ic),sen(a?-^|«),ec. 

Proponiameci in secondo loogo di trasformare tatti i termini 
— sen a?, — cosar, H-sena;, -Hcosa?, — senar, —cosa?, ec. 
in coseni positivi 
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dunque sara 

Zysena: = sen^a?4-|ff) (59) /rco8a? = cosra:-f- 5ff j (60) 

138. CoROLLARio ly. Potremo frattanto Sfilappare sen a; e 
cos X secondo le potenze ascendenti deU' arco. Facciasi nelle for- 
mule (57) (58) x = 0; ayremo i valori di /O, f 0, f '0, . . . quiodi 
avendo ricorso al Teorema del Maclauriny oUerremo 



COS 



.XX x^ fi /Aci\ 



139. Problema V. Trovare la derioaia di tangx e cotx. 

1® PoichS taoir x =. , afremo n. 79, 

cosx 

^ . cos 0? 2> sen a: — sen xD cos x cosV -+- sen*a: 

® cos'a? cos'ar 

ovyero D tanff x = — r- . (63) 

® COS'J? 

CAS X 

2* E poiche cot x = , avremo pure 

*^ sen a? 



Avremo dalla (2) per n = 0, — sena? = cos(af-4-iirJ, 

dalla (3) per n = 0, ~co8ar= co8(dp + iir), 

dalla (3) per n = l, h- sen a? = cos (rp -+- J w) ; 

6 poi maDifesto che H-co8x = co8(d?H-f ir). 

Consegoenlemenle sar& pare — sen x = cos (^ + i ^^y 

— cos a? = COS (a; -+- } «), 



iaJmenteche ai termini dati polrcmo sosUlaire i segoenli 

C08(j:-*-4«), C08(a?H-i'r], cos[a:-+-|7r), cos{x-i-iic)y COS (a- -h i it), ec. 
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^ . senxDcoBx — CMxDseax sen'o: + cos*j; 
Dcoix= 1 = . 

ovvero Dcolar = r-- (64) 

aetrx 

140. CoROLLARio V. Dalle eqaazioDi (63), (64) si haoDO i 
differenziali 

dooix = --^^. (66) 



XIIL Le derivate e % differenziali di qualunque ordine 

di akune funzioni complesse. 

141. Probleha. Trcwre la derivata n^delprodoUo p=a rir •••z 
i eui fattori h, v, -w, • • • 9ono funzioni delta x. 

Qnando le caraUeristiche D«, D^, D...... si oonsiderino 

come altrettante qaantiti la regola analitica (5) n. 77, rdatiya 
alia derivata prima di p potrft esprimersi in questa guisa 

I>p = (D,'hD, + D^ + ...)p; (1) 

infotti esegaendo la moltiplicazione ayremo 

=: jD^uno . . • 4- D^uow . . . 4 • D^ucw . . . -h . . . 

ma le espressioni D^umd..., D.uvid..., D.uno. .., sodo eqaiTaleoti 
a vto . • . DUf uu>... DVf uv, . . Iho, ec perci6 1' equazione simbo- 
lica (1) riprodoce V eqaazione effettiva seguente 

ot0...I>u + uto...DoH-tir... Du> + • . . 

Ci6 posto d da notare che otieuata la prima derivaU, per 
passare alia seconda ^ d' aopo cbe si facciano dae operazioni ; 
primieramcnte bisogna determinare la derivata d^ogni termine in 
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quella ^isa stessa che si 6 presa la derivata del prodotto uvw ... 
cioe rapporto aAu^Vy to^ec.; in secondo luogo bisogna sommare 
tutti i risultali che si otteogono. Per la prima di qaeste operazioni, 
in virtu della medesima equazione simbolica (1), avremo 

D.D,p = (D,+ />„+ D^-h.. .)D,p, 
D.DJP = (Z>,-h D,^ D^H- . . .)/>.p, 



••••••• 



per la seconda, cioe sommandO; avrano 

donqne />> = (/>„ 4- D, 4- D^ 4- . . .fp. (2) 

Nella stessa goisa potremo dimostrare che 

l>'ji = (l>,-fl>. + i>^-h...)'p; (S) 

danqiie in gen^rale sarik 

Ora il tennine generate dello syilappo del secondo mem- 
bro di qaesta eqaazicme d f ] 

1.2...n D D D Dp 

1.2..,aXl-2...*Xl-2...cX---1.2....i ^ ' 

essendo a-i-6-4-c...-4-t=:n; dunque riconducendo questa 
espressione simbolica al sno vero signiltcato, si vedra che il 
termine generate della deri?ata n**' del prodotto p = uow • . . jk , 
non solo i indicato dalla formula (5) ma ben anche dalla for- 
mula seguente, 

1.2...lli> (Mt?tl>.. . z) 

1.2 . . . a X i- 2 . . . 6 XJi • 2. . . c X . . . 1 . 2. . . . • ' '^^ 
c poicb^ 

{*« y. Francwur, Cours de Maih. T. II p. 13. 

9 
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B»4ak4*4 •4*1 

D (Mew!..*) = «»•'»'*> »'"...«'", 

cons^aeatemente 

1.2...aXl-2...6Xl-2..-cX—l-2...t ' ^^ 

dove la somma degF indici a, 6, o • . . • sari ugaale ad ii : tanti 
lermini avri di qaesta forma la derivata vT* di f^ quaati sono i 
sislemi de'yalori interi e positiyi di a, 6, c... t capaci di 80d« 
disfare alia eqoazione 

a -h 6 -f- c. . . . •+• f =n ; 

questo risultato h nolo soito il nome di Twnma M LeHniix. 

142. CoR<»XARio L La regola analiliea relatiya al differen- 
ziale del prodotto di piA funzioni ed espressa dalla eqaazione (5) 
D. Illy si deduce dalla regola relatira alia deriyata di qnesto slesso 
prodotto cambiando il D in d; perci6 ayremo 

edanche ,<Pp = (d«-+-d,-+-d«H-..)*p; (9) 

UlcM il termine generale del dtfferenziale nT di p , sari 

^' ~ 1.2.,.aX1.2...6X1.2...cX...l-2.-.t ^**^ 

ovvero 

y_ L2..fi (fti dfv fit... dfx ,|j. 

•-1.2...aX1.2...6Xl-2..cX-..i.2...t ' ' 

U3. GoROiXARio IL Se il prodotto p si ridacesse a due 
soli fattori uo, ayremmo 

•• 1 u V l.Z « « 

n— 1 f% 

M « V 
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dunqae 

ov vero, sostiiaendo ai D gli apici » 

144. CoBOLLARio III. Matando D In d passeremo dalla deri- 
vata di til? al differenzialet il quale ayrA la forma segaeate 

145. CoROLLARio ly. AMiasi ii = a;V sari 

c quiiidi •i**-*»z= a(a — l)(a — 2) . . . (a — n + 2)j?-*^' 

«^*'=:a(a— l)(a— 2)...(a — n4-%-^ 
u<*^»>=:a{« — l)(a— 2)..^(a — fi4-4)ar*-"+' 



cosi€cU dalla precedente equazione ayremo 

l>*(t«t*) = a(a — l)(a — 2) (a — n-+-l)t>a: 

4- ja(a — l)(a— 2) . . .. (a — n4-2)«V 
4.*!(!J:zi^a(a — l)(a — 2)....(a-n4.3y'^ 



Faccndo successivameDle n^:^aj =a4-lf =a4-2,... 
olCerremo 
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D'ivx') = a[a — l)(a — 2) .... 2. 1. v 

-I- ? a(a— l)(a — 2) . . . . 3. 2 r'a: 



4.?(?Lllila{a — l)(a — 2). . . 4. 3 tfa:' 



Z>«'+*'(ra:-) =^^ «(« — !)(« — 2) .... 2. 1 r' 
^**t"*^ a(a — 1K«— 2) . . . 3. 2«"x 



-j- 






4- 



(o -4- 3)(a -f- 2)(a -+- l)a , ... ^. ^ ^^ ,^ 



XIV. Le derivate e i differ enziali delle funzioni 

di funzioni. 



146. Definizione. Dicesi funzione di funxione ogai funzionc 
composta cbe risulta da piu operazioni successive; la prima ef- 
fcUuata salla Yariabile, e ciascuna delle altre sul risultato deila 
operazione da cai e preceduta. 

147. PniNCiPio I. Sia y=^fz, z = (pu, u = y\^t, i = j;x; x 
sia la variabile indipendente; sara y=^f[i>['\f[ix))] = Fx cio6 y 
sara funzionc di funzione; rappresentando con Ajr = A i'accre- 
scimento costanlc della variabile indipendente :r, avremo 
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moltiplicando questc equazioDi ffa loro, otterremo 

^ = (y> Wu-^ r)K + ^)(^.+ a) (1) 

Or se A;^ e 1' accrescimeoto che riceve la y per Y accrescimenlo 
Ajc di Xy il qiial« dipende anicamente dall^accrescimento ^x della 
jr, e chiaro che Ay sara uguale all' accrescimento che riceve Fx 
per k) stesso accrescimento Ax attribaito alia x; talchd ayrcmo 



Ay Fix-^- Aac) — Fx 

Ax Ai 



(2) 



dove Ax sara costante perchc la x si sappone indipendenle. Or 
se Ax ovvero h conyerger^ yerso lo zero, auche Al, qoindi Ati, 
AjEy Ay, e per coosegoenza a, 0, y, S, convergeraDoo verso lo 
zero, talch6 passando dall' equazioDe (1) all' equazione de' limili, 

avreino F^ = y'.«'X^.; (3) 

dunque la deriv€Ua di y presa rapporto adxeil prodoUo di ttUte 
le derivate delle funxiani da cui e$$a dipende ciascuna presa rap- 
porto aUa sua propria variabile. 

148. ScoLio. Questo principio pa6 usarsi e quando la x sara 
indeterminala, nel qaal caso f , u, z saranno pure indeterminate, 
e quando la x ricevera un valore particolare x^, purch^ (sup- 
ponendo che r, ti, v ricevano i valori particolari lo » u^» z^) ^x 
sia funzione continua fra x^ ed x^ + Ax, \]/l continua fra 1^ c 
/o + A<y 9u continua fra u^ e Mo + Au, ed fz ovvero y conti- 
nua fra z^ e JCo+ Ajs. Siffatto principio serve a determinare la 
derivata della funzione y rapporto alia variabile indipendentc x , 
senza avere ricorso alle sostituzioni che dovremmo fare per o((e- 
nere la funzione Fx. 

149. Principio II. In virtu del principio precedente sara 

z\^=^z\u\t^^ \ 

pcrlochc la (3) divert^ 



luolliplicando per dx 



y'r=y\z\; 



y'^dx = y',zMx; 
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ma y'^dx=zdy, g!Jbe = dz, 

percid dy = yf^dz; (4) 

dunque il di/ferenxiak d* una fimsUme b i ttguak aUa derivata di 
b presa rapporto a z came $e z fosse variabik indipendente. 

150. CoROLLARio L II differenziale del primo ordine d'ona 
fuozione fx trovato nella ipote$i di x variabile iodipendente pu6 
estendersi aoche al caso in cai la x veoga ad esprimere una fan- 
zione d' on^altra yar labile. 

151. CoROLLARio IL Per lo slesso Principio II, si trova 

dz = s^jdu^ du = u'tdty di = tjSx; 

talctie risalendo per via di successiTe sostitnzioni dalla altima di 
queste eqaazioni alia (4) , arremo 

di questa guisa si riprodace 1' equazione (3). 

152. ScoLio. I differ^ziali snccessivi di /z si oUerranno 
differenziando suocessivamente il prodotto fxdz considwato come 
composto di due fattori variabili fz e dx; e sar^ 

dfz=zfzdz9 

dPfz=fzd3f-^fzfz, 

d'fz = f^zdz^-h S^zdzd^z 4- f'^z; 



facendo fzz=zUf e mutando la z in d; si vedrJi che queste cspres- 
sioni ooincidoiio eon quelle che giit troyammo al n. 106. 



XV. Le derivate e i differenziali delle funzioni 

inverse. 

153. Dbfinizion£. Due funzioni si dicono mverw fra loro 
quando la variabile della prima di esse ^ uguale alia seconda 
funzione e viceversa. 

154. CoROLLARio 1. Ad avere una funzione che sia la inversa 
d' una funzione data px, dovremo porre Tcquazione px=:y; 
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Fesprettione aiudkica cbe ottenremo rtoohreiido qoesta eqaaaEione 
rapporto ad x y porcM ri nrati y io x, sart la ftanzione inrersa 

richiesta, perci6 oT e y^j; sono Amzioni inyene; tali sono ancora 
a* ed bp; sen jp ed ar sen op. 

1S5. GoaoiXAEio 11. Sia y = fa? ; risolvendo questa equa- 
zione rapporto ad x avremo jp = \|<y ; f>x e \|/d? saranno fonzioni 
inverse; or se nella fiinzioiie <px si sosUtuisse vj^y ad x avrem* 
mo y ; perci6 se nella ftuizione px sostitniremo \|/a? ad x avremo 
x; dunqne due funxumi $<mo inverse qiiando panendo una di esse 
neW aUra m huogo deUa variabik, il risultato sard questa va- 
rialnh stessa. 

186. PaiNGiPio. Sia 

dpx = p'xdx; (1) 

in qaesta equazione pnd la x convertirsi in una funzione qna- 
hmqae (n. 148); sostitoiscasi adonqoe ^ sA x (^x essendo la 
fiinzione iaversa a px); px si materii in y per cni a?r^o 

dji = p*xd\fy e f'a;\|/y=:l; 

on cambiaiMlo y in d?, \|/y e \|/y diTenteranno ^x e ^'x cioe la 
foBzione inrersa di fMv e la deri?ata della ftanzione inverse me- 
desima; per cui risultera 

dx = p'xA\fX (9) <|)'j; \|;'a; = 1 (3) 

si raocoglie da ci6 che U prodoUo deUe derwate di due funxiani 
imerse i uguak alt unitd. 

157. ScoLio. Le eqoazioni (2) e (3) potranno risolversi ri- 
spelto a d<\fx ed a ^'x; dunque dato il differenziale o la derivata 
di una ftinzione potremo inunediatamente ottenere il differen- 
ziale o la derirata della funzione inrersa. 

158. PiOBLBMA I. Dato il differenxiak di x^ dove m i intero 

irovare il differenxiak di \/t, 

m 

fokbA dx^ =z mx'^^dx sosUtuendo \/x ad Xf arremo 

m m 

dx = m\/ar*""*d\/j? 
d^x = —^ ; Dya- = — ^ 



159. SooLio. Da cio si rede cbe la regola 
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ovc fofise stabilila per m intero, poCrebbe esieMfersi in Yiriu 
della dimoslrazione preccdente ancbe al caao di m fraUa 

160. Problem A If. Dato il differenssiale di e' trovare il dif- 
ferenziale di Ix. 

Poiche de'=:€'dx, sostituendo \x ad :r, avrcmo 

dx=zxdlx 

dlx = — ; D\x = - . 

X X 

161. Problema III. Dato il differenziale di senx trovare il 
differeiiziak di ar sen x. 

Siccome d sen x = cos j?dx, sostituendo ar sen x ad j?,avremo 

<£r = cos ar sen a;dar sen x ; 
ma cos ar sen a? = \/(i — a?'), dunque 

dr = \/(l — op') d ar sen x; 

d ar sen a? = -7^1 ^. W D ar sen x = —773 r, • (^) 

162» CoROiXARH). I differenziaU e le derivate di ar sen x 
superiori alia prima sono per mode complicate die diflScilmente 
si scorge la legge secondo cui procedono ; perci6 ad avere lo 
sviloppo di arsenop ci varremo del metodo seguente. Easendo 

I> ar sen a; = (1 — x^% 
sviluppando mediante la formula newtoniana del biuomio^avremo 

D ar sen X = 1 -h 5 a? -t- 5-7 a? 4- j -t—k x -+--.. ; (6) 

pongasi 

ar sen a? = A 4- ilfa?"* -f- iVar* -4- Paf -4- Qx^-h . . . ; (7) 

sara 
2> ar sen a: = mJ!la?*'"*+ nNx"^^ -+• pPx^^ 4- qQx'^'^^ -!-...; 

c poiche questa derivata ^ forza che sia identica alia derivata (6j, 
avremo 

m — 1 — 0, n — 1 = 2, p — 1 = 4, q — 1 = 6, .. . . 
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donde si ha 

M=U iV= * P = s^A. Q= ^'^'^ 



2.3* ~2.4.5' ^ — 2.4.6.7""' 

resta indeterminata la A: ma poiche si dee supporre che ar cos x 
sia il piu piccolo arco avcnte per seDo x^ pcrci6 facendo x=zO 
risulter& ar sen d? = 0; dunque A = 0; quindi 

X i X* 1.3ar* 1.3.5a;' 
arsena:=j + g^H.^-^^+__^^ (8) 

163. Problbma IV. Dato il differenziah di coax trovare il 
differenxiak di ar cos x. 

Poichd d cos jp =zz >— seD xdx^ sostitaendo ar cos x ad x sara 

dx = — sen ar cos xd ar cos x; 
ma sen ar cos X = \/ (1 — «•), 

dnnque dr = — \/ (1 — x*]daT cos a;, 

darcosa: = -.^j^j^j (9) Darcosa: = -^j^^ (10) 

164. PiOBLEif A y. Dato il diffkrmixiale di tang x irovare il 

differenxude di ar tang x. 

dx 
Polchd d tang x=z — -^ — , sostituendo ar tanex ad x,a?remo 

cos 'X o » 

j^_ dar tango? . 
cos 'ar tang a;' 

1 1 

ma cos*a=T-— ; — y , cos*artanga;=:^ r, 

lH-tang*a' ® l-+-a;»' 

donqae dsv = (1 + a^)d ar tang x^ 

dartang«=:j^^ (11) Dartanga:=3j-i^. (12) 



165. CorollArio. I differenziali e le derivate successive 
di ar tang x si complicano a misara che s* inalza il loro ordi- 
ne; percid all'oggetto di sriluppare la funzione ar tang x sccondo 
le potenze di x avremo ricorso ad un metodo analogo a qnello 
die abbiamo nsato di sopra per sviluppare ar sen x. Essendo 

D ar tang a? =r (1 h- a?*)""* , 

10 
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sviluppando mcdiante la fonnula newtoniana del binoiuoy 
avrcmo 

Dartanga? = l — x*-^a:* — ap*4-a;' — . . . . ; (13) 
pongasi 

ar taog a? = il -+- Jfa* H- 2Vir* -^ Pa:' -h Oaj' -f- ...; (14) 
sari 
Z> ar tang a: == mJfaT"* 4- niyir*^' -+- pPa^* H- g(?a:«"* -h . . . ; 

ma questa derivata dee Decessariamente cssore identica alia do- 
rivata (13), danque 

m — 1 = 0, n — 1=2, /)— 1 = 4, 5 — 1 = 6, ... 

mJlf=l, niV = — 1, pP = if ?(? = — 1, . . . 

donde si ha 

m = l, n = 3, p = 6, j = 7, .... 

11 1 

Af = 1, iV = — 5, Pizig, p = — =,,,,; 

inoltrc A = 0, percM facendo xr = , sappoDendosi che ar tang x 
sia il pivi piccolo arco afente per tangenle Xf i fmna che abbiasi 
ar tang x = 0; danque 

^ X X X X _ tMv\ 

arUnga:= }— y-f- y— y "^ (**) 

166. Problema YL Dato U differenMiale di cot x trocart il 

differmziak di arcotor. 

dx 
Vo\thidco5x = p-, sostitnendo arcoso; ada;, sari 

. ifarcota; . 

ito zz: — — ; 

sen'arcoto^ 

t 1 , , 1 
ma sen a = 1 r-t sen ar cot x = i r , 

dunque dap = — (1 *f- x*)d ar cot a?, 

darcota: = --j-^ (16) D arcot« = - j^ {«) 
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XVI. I differenziali delle funzioni di piu 

varidbilu 



167. Lbmha. Sia fi=/(ar» y, it >.«•«) Qoa fuDziooc di piu 
variabili indipeodenti d?, y, «.«.; sapponiamo che per gli ac- 
crcflcimeati Ao?, Ay, Az, . . delle medesime variabili 3p,y^ z,... 
la (uttmaefiWf y, Sf.) riceva F accrescimento Au; avremo 

Ati=/ia? + Ay, y-*-Ay, je-f- Ax,...)— /{a?, y, «,...); 
or siffaUa esprcssione pu6 trasformarsi nella segueote 

Att = /[a? + Aap, y, !,...)—/[«, y» i,...) 

-f./ij5H-Ajf, y + Ay, «,...)— /[re 4- Aa?, y, «, ) 

-hfix-hAx, y + Ay, ji4- A«,...)— /[dP4- Aa?, y4- Ay,if,...) 



soito questa forma Ati non 6 che fa somma di taote differenze o 
acGrescimenti paniali quante sono le variabili a, y^ z,...; il 
prime 6 on accrescime&to della funzione f^x^ y, z..) il quale 
dipeode dall'accrescimento della x; lo indicheremo in questa 
guisa A./[rc, y, s, . . . ]; il secondo £ an accrescimento della fun- 
zione f{x + Ad?, y 4- Ay, x, • • .) ; il quale dipende dall' accresci- 
mento della y, e perci6 lo indicberemo in questa guisa 
A^apH-Ao?, y » x...]; e oosi via djacorrendo; talcU sari 

Ati:=;A«/j;d?, y^Ctw.) 

4- A/[*.+Aa?, y ^ f , . . . ) (1) 

-f- AJ^x H- Ax, y-f-Ay, «, . . . ) 



Di qui si raccoglie che V accresdmento complete Att risultante 
dagli accrescimenti simultanei Ax, Ay, Ax, . . • risulteri tanto 
piu piccolo qoanto piu piocoli saranno gli n accrescimenti parziali 

A/ix, y, X..), A/^x-f-Ax, y, z..), A,/(x-+-Ax, y-f-Ay,z. .),... 
c cbc csso convergeri verso lo zero se gU accrescimenti medesimi 
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convcrgeraono a ud tempo verso lo zero; le quali condizioni 
sono appnoto quelle che si esigono acciocch6 f{x^ y, z, . • . ) sia 
funzione compiutamente continaa rapporto a tutte le ?ariahili da 
cui dipendc. Ma se la fuDzione ([x^ y^ x^ . • •} sari parzialmcntc 
coDtiDua rispctto ad x^ y^ z» . • . gli accrescimenti 

coDYergeranno verso lo zero in pari tempo di AXf Ay, Ax, . . . 
e si annalleranno in pari tempo di queste qaantitAy danqae una 
funzione di piA variabili tarH eonfinua rapporto a tuUe U variabili 
8tes$e considerate in istato di8imultaneoaecre$ci$neniOfguando$ard 
continua parstialmente rispetto a ciascuna di esse. 

168. Principio h Rapprcsenlino a, a,, a, . . . delle quantili 
capaci di convergcre verso lo zero con Ajp; ^y 0„ /3t« • • * ^'1® 
quantity capaci di convergere verso lo zero con Ay; y, 7,, Tt* • • • 
delle quantity capaci di convergere verso lo zero con Ajs; e cosi 
di seguito: in virtu della equazione (3) n. S5, sari 

A/Sr = ^fx •+■ \Ax ; 

skchk potremo trasformare Tespressione (1) di An nella segucnlc 

Ai« = Ax fJlXf y f «» • . + «^ 
-^% rv(^-4-Aa?, y, «,.. )H-0Ay 
-f- Ix f,{x -h Ax J y + Ay, z, . . .) 4- r^x 



Ma poichd f[x + Ax) = /Jr + c ( dove i si suppooe che sia una 
quanlitd capace di convergere verso lo zero con Aj; ) , perci6 

f^[x -h Aa?, y ,«,... .) =f^{x, y, «,...) 4- «, 

f^iX'+'Ax, y, »,....)=r.{a:,y, «,...) 4- «, 

f',{x H^ Aa?, y H- Ay, «,•..) =:f,{x, y -h Ay, «,...) -^ «, 

= r.(«» ». «,...) -H 01 4- aj 

e cosi di s^nito; ragione per cui avremo 
AuzzzAxfJx, y, jK,...)4-aAa: 

4- % r,(a?» y, 5J, . . .) •+• «Ay -h 0Ay 

-+- ^ r.(a?, y, «, . . ■+- /^A« 4- «3 Az 4- rAz 

'i*' • • • • 
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ovvero 

dove u iadiciier& una qaantiUi capace di oonvergere verso lo 
zero tofiiochft Ax, Ay, Ax, . . . conyergano insieme verso qaesto 
limite. Siffatta equazione potr^ scriversi piii brevemento cosl 

Att = u'^Aj; •+• u\^y -+■ ti'.Ai . . . . + w. (2) 

Ora, poichi or, y , js, • • • sono indipendenti fra loro» Ao:, Ay, Ajs,.- 
si possono mutare in dXf dy, &, . • . (n. 96} ; perci6 

^u = vlJtX'^u\dy-^u\dz -f-w; (3) 

ma vljix = dju^ v!jiy = dju^ ^jiz = djUf..*. (i) 

dunquo Aw = dji + rf^u -+- d.ti . . . -f- w (5) 

dmiqiie P aecreteimento della funzime corriipandmie agU acere- 
seimnUi simuUanei Ax, Ay, Az,... deUevariahili x, y, x,«*« 6 
tyiMib alia 9amma d^differenxiaU parxiaK di que$ta funxume prm 
di mono in mono rapporto a ciascuna di queUe variahUi^ ptt iimi 
fiiomild capaee di eomvergereterso lo xero eon Ax, Ay, Ax, . •« 

169. CoBoiXARio I. La somma del differenziali parziali di 
una fanzione u saol chiamarsi differenxiah eompleto di questa 
fanzione e desigoarsi colla oaratteristica du. TalcM sarA 

du = d.M -f- cfyU -f- d,tt + . . . 

OTvero duzzzafjix-i-u^dy-htifjix-^...; (6) 

qoindi 1' equazione (5) si ridurr^ alia segaente 

Au = (Itt + u, 

e sotto tal forma coincidera col principio stabilito al n. 100 ; 
dunqne f accrescimento funa funxione di quabivoglia numero di 
wuriabili dee riputarsi uguale al suo differenxiak piu una quantitd 
capace di convergere tereo lo xero quando gli accrescitncnU aUrir 
buiU alk variabili slesse- convergono insieme verso questo Umite. 

170. CoROLLARio IL Se le variabili x, y , z, • . • in luogo di 
essere indipendenti fra loro fossero dipendenti da una variabile !« 
e si avesse 

05=91, y = 4'^ Z = x^ . . . 
la u sarcbbc fanzione di t anch' essa , cio6 avrcmmo 
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ed iQ tal caio Ax^ Ay, Ax^ . • • non essendo accrescimenti arbi- 
trari eostaotiy come il sooo nel caao in cai le variabiii si re« 
patano iodipendentiy noo potranno cambiarsi in dx^dy^ ds, . . . ; 
inCgtUi lari 

Xy KjyXjy... essendo qaaniiUi capaci di conYergere verso lo 
zero in pari tempo di At; per cai V eqnazione (2) diverrii 

^ = «>'< -H >^) -4- ^,(^'t -+- X J-^ u'.{x'l -4- x.) ^ . . . (8) 

Ora se a» tti, a,9 . • • convergono verso lo zero in pari tempo di 
Ax fatta la soatitozione del valore di Ax [eq. (7)] qneste qoantiU 
convergeranno verso lo zero a misora che convergerji verso lo 
zero At;$efif ^|, 0,9.. .convergono verso lo zero in pari tempo 
di Ay fatta la sostituzione del valore di Ay tali qoantiti conver- 
geranao verso lo zero con Ai; lo stesso dicasi di y , r, , ri** • • ^^l 
se adnnquc u, X, X,, X,, X,,... convergono come snpponiamo 
verso lo zero qnando convergono a nn tempo verso lo xero 
AXf Ay, AXf. fiitta la soslitnzione de'valm (7) dovranno le 
quantity w , X, X|, X,, X,. • • convergere a un tempo verso lo zero 
con At. Duoqae passando dall' eqnazione (8) a'limiti, sarii 



e qnindi du = t^jpltdt + t/j\f'ldl + u\^idt 

ma p'idi = dx, ^'tdt = dy, xtdt = ds, . . . (10) 

danqne du = u'jix + u'^y -h u\dz + • • • • 

la quale 6 identica alia eqnazione (6). 

Di qui 8* inferisce che 1' eqnazione (6) ha Inogo nel caso in 
cui 0?, y, Sy... sieno variabiii indipendenti, e nel caso altresi 
in cut ciascnna di esse sia fanzionc di una variabile t. Non dob- 
biamo per altro scordare che allorqnando or, y, z,... sono va- 
riabiii indipendcnti, i differenziali dx^ dy^ dx^,.. essendo respct- 
tivamente identici agli accrescimenti Ax, Ay, Aar, ..•• sono 
quanlila costanli capaci di riccvere qualunqne valore, mentre 
ncirallro caso dx, dy^ dz,... sono quantity variabiii i cui valori 
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espressi da p'idiy y\/tdt, ^tdt^... dipendono dal yalore di I. 
Oltredichd quando si tratta di variabili indipendenti r eqaazio- 
ne (6) 6 il risaltato d'nna definizione, mentrc neiraltro caso 
essa 6 un teorema il quale esige che si dimostri essere la somma 
di totti i differeDziali paniali di f[x^ y» ^> • • •) dopo aTer sosti- 
taito f>l ad OP, v|/l ad y^ xf a %.... idenlica al differenziale di 
f[pty ^1, X^ • • •)' ^^ ^^^ ^1 ^^^® ^^^ 1^ definizione del differen- 
ziale d* nna fiuizione di piii variabili si accorda perfettamente 
coila definizione del differenziale d* nna variahile sola. 

171. CoaoLLAtio nL Sia fx una fiinzione composla, clot 
una hmdone cb^ risulCI dalla combinazione di piA ftmiiMt 

^> "^7 X^> • • • > ^^ 

faceodo ^rr^, ^x=i%j x^ = i, ... 

questa ftinzione diverrii 

fx=if[y, X, i,...) = u 

qoindi pin facilmente potremo ayeme il differenziale e la deri- 
Tato; il differenziale sari (n. 169], 

<fii = ti'ydy -+- i^.dz -H U'l* -+• . . . ; (11) 

ad ayere il differenziale medesimo espresso in x basleri so- 
slitnire px^ v|/x,x^*-- ^d y»z,l ... ei(p>'xdx,^'xdx9 yf^xdx... 

Diyidendo poi V equazione (11) per dx, ayremo la deriyata 
di fXf ciok 

fx = %ijp'x -f- w'.vl/'ap + u'^i -4- . . .; (12) 

condnderemo frattanto cbe il differenziak o la derioata funa fun- 
xume compasta i la samma dei differenziali o delle derwate rela- 
tive a ciaicuna di esse cansiderale come indipendenH fra loro. 

Per questa regola si ritroyano ageyolmenle tutti i prinoipj 
che dimostrammo rispetto alle ftanzioni composte. Sieno y» Xf l»— 
tutte funzioni della x; in yirtu della sola regola precedente 
avremo 

d(y-*-*-M-h...) = <^ 4- ds-4-A -H... 
<r(y -4- z-h /-f- ...) = **»-♦- rf"*-+- ^<-+- •• • 
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179. CoROLLAftio IV. Se le yariabili a?, y, i, .. • fossero Ira 
loro legatQ mediante uoa eqaazione 9 = 0, una di esse yariabili 
non sarebbe altrimeDti iDdipendentey ma sarebbe funzione di 
Intle le altre; iDratti risolyendo V eqoazioDe 0=0 rapporto ad 
una delle yariabili stesse, per esempio rapporto. alia Xf ayremo 

e r eqaazione u=/{x, y, z, . . • ) si cangerA nella segaente 

^=fMyf «,...)» y> «»• • • ]=5(y» «»•••); 

per lo cbd sarA 

A« = 5;dy^5'.dB-h 

Qui la derivata parziale J;^ non 6 altro che la detiyata parziale 
di u presa nella ipotesi cbe la y sia sola yariabile, ma ^ d fon- 
zione di y, dunque in yirtu del Corollario precedente ayremo 

parimenle poicbA x 6 funzione di z, sari 

e Gosl di seguito; sostiluendo otterremo 

du = vl Jaf^dy -^ x'^dx-^ . . .) •+■ •''/'y + w',d» + ; 

ma cssendo y^ z, • . . indipendenti fra loro, abbiamo 

x^^dy-^-x'^dx-^. . .=^dx 
danqne dii = u'^dr + ti'yC^ + t/«dz • . • 

equazione identica alia (6). 

Se le yariabili ^, y, z, I • . • . fossero legate fra loro me- 
diante due equazioni v = Of io=0 due di esse yariabili, non 
sarebbero altrimenti indipendenti, ma sarebbero funzioni di 
tutte le altre: infatti dalle equazioni^ =0, to = ayremo 
mediante V eliminazione. 
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per cai V equazione u=if{Xj jz, i^ . . .) si cangeri ndla se- 
gaente 

esart du = ?',dB 4- ?'|d/ 4- 

Qra ^\ ^ la derivata parziale di ^ presa rapporto a z , oyrero la 
derivata parziale della fanzione u presa ndla ipotesi €be % sia 
sola yariabile; ma a; ed y sono fuozioni di z j dunque prendendo 
la derivata di u nell' ipotesi di z variabile dovremo considerare 
come yariabili e fimzioni di z anche d? ed y, talchd avremo 

parimente osservando che x cAy sono pure fonzioni di I, avremo 

e oosl di segaito. Dunqae 

Ai = •i'.(a?',dB H- a;',* -h . . . ) 

4- «',& -+- tl'/tt -4- . . . 

ma afjiz-hafjii'i-...z=zdx, y',d!«-+-y'^<-T- ... = *,... 

perci6 

du = ii'.ite 4- u'^dy 4- u',d« 4- . . . 

ideotica alia eqaazione (6). 

Lo stesso avYerrebbe se le n yariabiU fossevo legate fra loro 
mediante 3, 4, 5 ... n — 1 eqaazioni (n. 6), cioe per siffatta re- 
strizioDe non si altererebbe la forma della eqaazione (6). 

173. CoROLLARio y. Per ultimo abbiasi 

x = p(v, lu, . . .), y = ^Vy to, . . .), z = x[v, u>, ...),.. . 
sari 

^=fWP7 w, . . .), 4/(t?, to, . . .) ] = ?(», to, . . .) 
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c quindi 



Ora ^, noD ^ altro che la derivata della fanzione proposta 
u = f[x9 y^ Xf •) presa nella sapposizione di o sola Tariabile, 
siccl)^ ir, y, X . . . debbono riputarsifunzioni della sola o/laonde 
avremo 

per la gtessa ragione sari 

c cosi di segaito. Spstitaendo queste espressioiu nella equa- 
zione precedente oCterremo 

"^" • • • 
ma af^do-hx'^dW'^ . . , = dtD^ 

z*^*-!- z'.Ao-f. . . . =dk, 



percid 



du = tt'^ 4- tt'^y -f- i^,dii 



• • • » 



qoesta equazione coincide coUa equazione (6] ; danqae il diffie- 
renziale della funzione u sar^ nguale alia somma del differen- 
ziali parziali di questa fiinzione presi rispetto a ciaseona yaria- 
bile ove anche qaeste yariabili sieno tnlte fonzioni di altre ra- 
riabili indipendenti. 

Pii6 adunque concludeni cbe U differenriak del prim' crdine 
di a eonserva sempre la forma indicaia daXP equasAoM (6) quahmr 
que 8ia la dipendenxa che fe variabUi paseano aoere fra hrot o 
can aUre varialnlL 
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XVII. I differenziali successivi delle funzioni 

di piii varidbili. 

ilk, Teorema. Vn differenziak parziale di qualunque ardine 
non muta invertendo in qualsivoglia tnodo h differenxiaziani da 
cut esso risulta. 

Abbiasi uoa fuozione tt = /ia;, y, s, . . . .) di qualunque 
numero di yariabili, snpponiamo cbe ^, y, . . . ricevano respet- 
tivameDte gli accrescimenti A, k, . . . ; incominciandodairatiri- 
buire ad x r'accrescimento h^ avremo [n. 57 eq. (8)] 

/[«+*, y,«, .. 0=/[^> »»«>•• .)-+-V.(^-+-*»y» *» • •); 

qnindi attribuendo ad y V accrcsciniento k^ aari 

f[X'hh, y-hk, t,...)=f[x, y-hh, z,...)4-V.(a?4-«, y-4-*, z,...) 

= /[^ , y »«,..-) ■+• *r»{^ » y + P » «i • • •) 

Se io luogo di cominciare questo caloolo dalla x si comiii- 
cerft dalla y cui d dovuto V accrescimento i, avrano 

/l«^,y-t-»,«,...)=/ia?,y,«,...)4-^>,y-+-/3, «,...); 
e qnindi 9 atlribueiido ad x T accFeseimeuto &, 

/[a: -h *, y 4- k, x,...)=f[x -+- A, y, «,...) -4- kf^[x + A, y 4- 0, r,...) 

■+- *[r,{«» » -H P, «,. ..)+*r»*{«+«.» »-M9, «» • . (2) 

' Qra uguagliando le espressioni dello stato variato della fun- 
zione, e sopprimendo i termini comuni^ avremo 

e poichd «» a,, /3, /3, conYergono verso lo zero in pari tempo 
di A e A, percid pasaando alia equazione de' limiti sara 

r^c^t y, ^, . • .) =r»x(«> yr «, . . .)• 

Moltiplicando per dx e dy avremo pure 

^HM^^ y f «i • • ')dx] = (teD,[i>/a:, y, 2, . . ,)dy] 

cio*^ (n. 91) d" /(a?, y, z, . . .)=2d' /l^r, y, ;?, . . .1; 
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il qaal risultato pa6 altresi esprimersi in qaesta guisa 

Ci6 posto abbiasi uq differenziale qaalunque; pa* escmpio 

risultante da cinque diffcrenziazioni; prendiamo a dimostrare 
che inyertendo una di queste con quella che immediatamente la 
segue o che immediatamente la precede il differenziale non muta. 
Un differenziale siffatto, gio?a ricordarlo, ci avy^le che dopo 
arere differenziata la funzione u rapporto ad Xj il risultato 
dee differenziarsi rapporto ad y, quindi rapporto a z, quindi 
rapporto a t^ per ultimo rapporto ad $. Or dopo arere differen- 
ziata la fnnzione u rapporto ad x^ rispetto alle differenziazioni 
SQsseguenti relative ad y ed a 2 potremo tenere quelF ordine che 
piu piace; conseguentemente sar^ 

quindi diSerenziando da ambedue le parti rapporto a I e ad f , 
otterremo 

djifiji^djA = dji^^JijA ; (3) 

parimente dopo avere differenziata la funzione rapporto ad x c 
ad y, le differenziai^ioni susseguenti rapporto a 2 ed a < possono 
farsi in quell' ordine che si ruole; perci6 sara 

d^jijdjA =dji^d^d^u; 

e quindi differenziando da ambedue le parti rapporto ad «, arremo 

d.dAA,d.u = djiAd^; W 

frattanto dalle equazioni (3) e [k) iaipparisce che la differenzia- 
zione della funzione rapporto a % pn6 farsi prima della diflieren- 
ziazione rapporto ad y o dopo la differenziazione rapporto a L 
Or se il differenziale di u non muta quando una delle dif- 
ferenziazioni da cui esso risulta, quella per esempio rapporto a 
%, la quale supporremo che sia la differenziazione n**', s' inrerte 
con quella che immediatamente la segue che immediatamente 
la precede, si pu6 conchiudere che la differenziazione medesima 
rapporto a z potrA dimano in mano diventarela (n-+-l)*'"*, la 
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(fi-h2)***"V..oppure la (tt— !)•*-% la (n— 2p%... oio^poM 
inycartirsi COD uuaqaalanqoe delle altre; ma lo stesso pud dini 
delle differenziazioni relativeallealtreTariabQi;daiMiae inyertendo 
10 quabifoglia modo le differenziazioni il differenziale non muta. 
175. ScoLio I. Sia u=f[x9 y, jc); se a?, y, z saramio ya- 
riabili indipendeDtl, dx^ dy^ dx... dovranno riputarsi costanti; 
talcM avremo (n. 91 e 110) 

dsfl^f y, z) = f^[x, y, z]dx, 

dlvf[x, y,z) =:dxdf^{x, y, z)=zf'^[x, y, zjdxdy, 

dlynfix, y, z) = dxdydf^(x, y , z) =r,Jx, y , z] dxdydz ; 

donque assoggeltando la funzione /[rt, y, z) ad m differenziazioni 
rapporio a dp, n differenziazioni rapporto ad y, p differenziazioni 
rapporto a z, il differenziale risnltante 8ar& ugoale alia deriyata 
della funzione f[Xfy,z) presa m yolte rapporto ad ar, n yolte 
rapporio ad y, p yolte rapporto a z, moltiplicato pei Cuttori 
costanti da^f dy% dsf. Ayremo adanqne 

d f[x, y,z)z=zD f[xy y, z)dardy''dz\ (5) 

•M;,»ypt HUB. My .ft 

Siffatto differenziale potrebbe pure indicarsi in questa guisa 



d^ d* r M, 



e la deriyata cosi 



D^ D* ff" u, 

M y X 



Or poich^ D* a = ~ , 

ma dx, d}/, dx si suppongoao costanti, percid 



Dtini>:u=^dr±,<r'^: 



»:^^"« = ^5i'' 
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questa pure ^ una espressione che potra usarsi per indicare la 
derirata parziale di u presa m Tolte rapporto ad re, n volte 
rapporto ad y, e p volte rapporto a z. 

176. ScoLio 11. Esseudo il differenziale primo della fuD- 
zione u=f[x^ y» st) dato dalla espressione 

du = d^u-hdjU'hdjn; (6) 

differenziando questa espressione medesima* rapporto ad x^ rap- 
porto ad y, e rapporto a » avremo il differenziale secondo della 
fiinzione u; il quale sar^. 

d*tf = d»ti + cIyU-f-d.tt~h2c?cyii + 2d;rsU + 2(4v; C') 
differenziando nuovamente avremo il differenziale terzo, e sara 

d u = dttt + dyU + dgU + odxf^u + 3d!* uM 

-hSdts,,yU +3 tftx .u -f- 3dt„ .tt 4- Sd^uU -h 6d^, u . (8) 

In queste equazioni le differenziazioni sono enunciate dalla ca- 
ratteristica d; allorquando queste differenziazioni dorranno vera- 
mente eseguirsi sara necessario sapere se le variabili x, y, z 
sieno indipendenti o funzioni di altre variabili. Nel primo case 
dx, dy, dz cssendo costanti, avremo 

du =r u!^dx -f- u!^dy -+- ujdz^ (9) 

d'u =t^',dx' 4- 1^'^dy* -+- tt",(iz' 
-f- 2<^<ted» 4- 2ti",.drd« + 2ti';.dy(fa, (10) 

d'u = u V^» -h u'V»' -4- u\(b' -h 3u"',..,da?»dy H- 3a*,,^.dc*(fe 
4- 3u\.,^^dy*4- 3uV,.(te&' + 3u%,.dy«iiz 
4- ^u\,/lydz' 4- 6u%.rfj:dyd«, (11) 

e cosi di seguito. 

Nel secondo caso dxj dy, dz saranno variabili, 1' equa- 
zione (9) come sappiamo non mutera (n. 150) , ma alia equa- 
zione (10) dovrcmo sostituire la segucnte 
d'tt=<dx'4- tt\dy'-4-<d«*+2tt''^da?dy+2<.da?<feH^ 

4- nd^cc 4^ tt'd'y ~h ud^z; 
c differenziando questa uella supposizione di dx, dy, dz variabili 
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avremo quella espressione del differenziale terzo che dee sosti- 
tnini alia (11) , e cosl yia discorrendo. Le eqoazioni (9), (10)^ (11) 
81 sarivono talora nd seguente modo; 

177. ScoLio III. L'equazione 

esprime ad an tempo il differenziale di una fkmzione u delle va- 
riabili x, y^ s... e il differenziale del prodotto u dei fattori 
x, if , s . . . ; pa6 adunque dirsi lo stesso della eqaazione simbo- 
lica 

du = (d^^d^-^d^-h . . ;)u; (12) 

e poicbS qaesta osservazione pu6 pure estendersi ai differenziali 
degli ordini snperiori, perci6 T equaziooe simbdiica (12) eondace 
immediatamenle alia seguente 

(al formula rappresenta il differenziale n*^ della funzione u. 
Consegnentemente la formula 

1 .2...nd u 



T » 



1.2..aXi«2..6Xl*2..cX--l-2--» 
la quale si deduce dalla formula (10) del n. 142 cambiando p 
in t« ed u^v^Wf ... in op, y, 2,... esprimerii il termine generate 
del differenziale nT" d'una funzione u delle yariabili x,yfZ...t 
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XVIII. I differenziali delle funzioni identiche 

di piii variabilL 

m 
» 

178. DEPnfizioNE. Due funzioni di piu variabili si diranno 
identiche fra loro allorquando saranno parzialmente identiche 
rispetto a ciascuna delle variabUi s(esse. 

179. Teorema I. Se due funzioni f{x^ y* ^ • • •)' 4^ (^9 y 9 'v •) 
9ono identichey le hro derivate parziali del medesimo ordine prese 
rispeUo alle tnedeHme variabili saranno pure identiche; ideniici 
saranno ancora i loro differenxiali parxiali e i loro differenxiaU 

compkti. 

In viitt^ del Teorema I, n. 85, sar& 

?>',(«» »» «v.) z v|;',(a?, y, X . • •)» <J>'»(af, y » «,-..) ^^\[x^ Vy *,..•)» ec. (1) 

II nun 

p (a?» yi «v.) =2^ {^f y, »>...)» P («» y* «...)z:^ (x, y, «,. ..)» e**- (2) 
« » » » 

Ora osservando che I'identitii p{Xf y, x, . . .} sz \|/ (a;, y, x, . . . } 

dee sussistere per qualunque valore delle Tariabili, potremo so- 

stituire ar + A ad a?, ed y + ft ad y; sicchd avremo 

<f>(a: -f- A, y -f- * » «, . . .) as 4^ (« 4- *> y ■+-*»«»•• •) 

e quindi [n. 174 eq. (1) e (2]] 

<?>(«?, y, Zf...)-hkp\{x, y-f-/3,a,...)-HA?>'.(«4-«,y, «,...) 

4-*A ?)% (a? 4- a, y 4- ft , «,...) :z +(«» y 9 «,.••) 4- *+'»{*» y + ^« «» •-) 
+ *>!/.(« 4- «„ y, «, . . .) + **?>"iPt(«4-»„ y + za., X, . . .) (3) 

sopprimendo i termini identici , dividendo per A, e riflettendo 
che A e ft sono indeterminate, TidentitJi (3) si risol?er& helle 
identitii parziali che seguono ; 

<|>'.(x + a, y, jK,...)=e:>|/.(4P-+-a„ y, «, ...)» 
passando a* limiti avremo dalla terza, 

p"mji^f y» « • • Os^^^W^* y, ^, . . .) . 

Queste due deriyate sono funzioni di a;, y, x, . . . sulle quali 
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poU ripetersi la medesima dimostrazione; percio prendendo la 
deriyata di esse pin volte di segaito rapporto ad x, e piii volte 
di scgaito rapporto ad y , avrerpo 

p (a?, y, J8, . . .)z^^ (a;, y, «, . . .); 

ma il teorema che ha laogo per le yariabili ar, y ha luogo altresi 
per le altre variabili x^ I, ec. donqae in generate sarA 

<«+»+p«*--) . , (m4. 114.^4....) 

P {«, y, «, .. .)z\|/ (dr,y, «,.... 

"•, «f, p«» •• • Wf *•»• p» • • • 

Qra dalla identitli delle derivate parziali s* inferisee Tfden- 
iiti del differenziali parziali; qnindi quella dei differenziali com- 
plell. 

180. Teorema II. Se la funxione a = f>(x» y , z . . .) e tden- 
iieamenU uguah a xero^ qualunque derwata parxiah di asa sard 
pure ideniicamente ugudk a xero; uguali identicamenie a xero SBr 
rwmo ancara i differenxioK parxiali e il differenxiak campkto di 
gyeita fimxione. 

In Tirtn del Teorema II n. 86, sara 

P»{^f y» «f • • 0=2^0, q>v{x, y, «, . . .)2S0, . . . 

Ora si osservi che 1' identitii p[Xf y, jc, . . .) 2:0 dovendo sassi- 
stere per qoahinque valore della x, della y, ec., da 

p[X'hh, y + ftf JB, . . .)22:0, 

e qnindi [n. 174 eq. (1)] 

9(«j y, «,...) -*- Wy[^9 y -f- 0, «....) -^ hp'^[x -h a, y, jB, . . .) 
-^hkiP^ix-ha.y-h^i, X, . . .)=eO; (5) 

ma dalle identity (4) si ha 

p'Jx-hiXf y, «, . . .)=z!0, p\{x,y-h^,x, . . .)z:0, 

dnnque F identity (5) si ridnrrft alia segnente 

P^Jix-hcL, y-f-^i, »,. . .)xO; 

dalla qnale, passando al limitc, avremo 

12 
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per conseguenza 



— ,1V 



ed in generale 



\ 
<p : (or, y, «, . . .)^0. 



Qra se ogoi derivata parziale della funzione p{Xf y, x . • .) 6 
identicamente nalla ^ forza che ogni differenziale parziale di 
qoesta funzione sia ancb'esso identicamente nullo, e nnllo il 
differenziale oomplelo. 



XIX. I differenziali delle funzioni amogenee, e di quelle 

della stmma di pitk varialnlu 

181. Dbfinizione I. Una funzione di piu variabili x, y* z 
doYrii riputarsi omogenea allorqaando sostitnendo to, ^, to, • . . 
dAXfy^Xf... risolterft molUplicata per ^.L'esponentenintero 
fratto, positivo nullo o negativo, della qoantiU I si dirii grado 
dimenrione deUa fiinzione. 

182. Dbfinizione 1L Una espressione analitica delle variabili 
^9 y» z, . . . si dir^ Ainzione della sonuna di queste variabili 
stesse allorqaando focendo rr + y + z4-... = l essa diverri 
funzione della sola (. 

183. Tborema I. La somma di tutte le derivaU parxiaU tuna 
funxume omogmea moltipUcate respeUivammte per h fxariabiU 
Old ii riferiscano i uguak alia funxume mtdmma moWpUcaia pd 
8U0 grado. 

Sia u = ^x, y^ Xf.. .) una funzione omogenea del grado n; 
sar& 

ip[tx, ly, te, . . .) = r(j)(a?, y, «, . . .); 
oTvero, facendo 9(to, ^, te, ...)=: I/, 

U=:eu; 
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ma questa eqaazione ^ y^a qaalunque sia t, dunqae avre- 

mo (n. 85] 

Cid posto facciasi tx^zX, iy= F, tz = Zj . . . sara 

u=:(p{x, r, z, . . .), 

nella quale equazione X, F, Z . . . saranno fuazioni di ^* e 
perci6 otterremo 

ma X\ = x, F,=:y, Z\=zZf ..., 

duDque IT, = IT^ 4- F^y •+- IT^z -+-...; 

6 per consegaenza 

La I d ana qaantit& capace di ricerere qualunque yalore; po- 
irk adunqae farsi / = 1» ed allora 2, T^ Z^... si materaono 
in x^y^ Zf . . . hk (7 in «, e le deri?ate V'^, IT^y IPg^^ - > nelle 
derivaie t/., W^, ii'., . . . ; quindi T eqaazione ottenata preceden- 
temente diTenterdi 

come doTevasi dimostrare. 

EsEMPio. Sia u=Ax* -h By* -H Cz* -f- Wwy -f- SJEa:* -f- 2Fyz 
foQzione omogenea del secondo grado; sar& n = S; inoltre 

<€= 2Ar + 2jDy -f. 2JBz , 
m', = SLBy -f. 2Z>a; -h 2Fjk , 

i/. = 2CiK -4- 2E« -+- 2Fy ; 
e qaindi 

^AX'hDy^Ez)'h^(By^Dx'hFz)'h2z(CZ'^Ex-}'Fy)=z2u. 

184. Teoeeha n. £e derwaie parziali d^una funzione delta 
somma di piU^ fXitriabiK sono ugmli fra loro. 

Sia tt = ^{a? -h y -f. « 4- . . .); facendo a?-+-y-f-^-i-... = /, 

ayremo u s= pt; 
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Delia quale equazione i sar^ fanzione di x, y, %, . . . ; talmen- 
techd avremo 



Ma dair equazione t = c + y + 2+. . .si 
duoque 

e consegueutemenle 

m'. == u'^ = u'. . . . = 9)>, 

come doveyasi dimostrare. 

185. CoiToLLARio. II differenziale compieto 

du = t/^^u\dy-hf^,dx-h 

potr& mettersi sotto questa forma 

ed esso aarft Boto toatocM conosceremo V espressione di p*jt deter- 
minata come se t fosse nua fariabile indipendeiite. Questa equa- 
zione pui^ estendersi anche al caso in cui alcuna ddle TariabOi 
sia negativa. 

EsBBiPio. Abbiasi 

sari w=r, t*', = mr-*=:m(x4-y-+-»-r. •.)*"'; 

quindi t«'. = t/^ = t#'. = m(a: 4- y -f- « -+- . . .,—*, 

e du = m[x-i-y-^g^ . ..)—*((& 4- dy 4- rfz + . . .)• 



XX. I Differenziali delU funziani implicite. 

186. Dbfinizione I. Una var labile udipendenle dalle variabili 
X, y^ z,...^ detta funzume egplidta di queste yariabili quando 
ci c nota Tespressione analitica di u in funzione di op, y, x, . . . 

187. Dbfinizione II. Una rariabile u dipendente dalle yariabili 



1... 
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Of, y, s, ... 6 delta fmxione implieUa di qaeite Tarfabili stesse 
aUorquando il legame fra ti e le x^y^Zf... d dato da ana 
eqnazione ^u, x^ y^ ii, . . .) = dove la u si troTa in qual- 
siTOglia modo combinata con x, y, x, • . . 

188. ScoLia Abbiasi I'eqnazione f>(tf , op, y » ;i • . .} = fra le 
fi variabili n^^y y, ^s^...; n — Idi queste yariabili saranno 
indipendenti; la rimanente che supporremo u sari fanzione im- 
plicita di esse 9 per cui poCremo porre ti = /[^» y» ^9 • • •) • 
(%niqualvolta sar^ dato di delerminare questa fanzione f^ cio6 
ogniqaalvolta potremo risolyere algebricamente I'eqaazione pro- 
poela f>(tf» OP, y, ji, . . •] = rapporto ad u, la medesima u 
direarri fanzione esplicita delle variabili a?, y, x, • • . 

189. ParaciPio. Esprimendo con V la fiinzione ^(tii d?, y, «» . . .) , 
il differenziale di qaesta fanzione sari rappresentato da 

_A.H._cte + -^(/y + .... (1) 

qoalonqae sia la dipendenza che le Yariabili u, re, y, 2, • • . 
possoDO avere e fra loro e con altre variabili , cio6 qnalan* 
qae sia V esiHressione analitica delle variabili stesse (n. 1T3}. Po- 
tremo adanqae fare u=/[d?y y, jc,.. .) , ed allora I'espressione (1) 
rappresentoi il differenziale della Ainzione V qaando la ti si 
mata in /(a?, y, x, . • .]; ma la fanzione V^ sostitaendo 
f[x^ y» ^> • • •) A<1 ^ risalta identicamente aguale a zero, 
dunqae anche Fespressione (1) qaando la u si mata in f[Xj y, js,...) 
risalterft identicamente ngoale a zero; avremo cio6 

'S^df[x,y.z,...)^^dx^-^dy^... = 0: 
e consegnentemente 

^ar,y, *,...)=- ^ 5^ . (2) 

du 

Qaesto sara il differenziale della fanzione f(Xj y, x^ . . .} ossia 
della variabilc u. 

Ci6 posto si osservi che ugaagliando a zero V espres- 
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aione (1) e risolvendo Teqaazione risaltante rapporto a dUf 
81 troTa 

du=-^ y- (8) 

Or Pequazione (2) suppone che ad u sia stato sostituilo il 
suo valore analitico /[a?, y, z, . . .), mentre la (3) non d libera 
dalla u; ma siccome il secondo membro delta equazione (2] 
non differisce, quanto alia forma, dal secondo membro della (3), 
perci6 la [3], ponendo /[^, y, z, . . .) in luogo di u risulterik 
identica alia (2), possiamo adunque concludere che ad avere il 
differenzidle di una delk tariabili contenuie neUa equazione 11=0 
davremo uguagliare a zero il differenzidle completo della funzio- 
ne U, e risohere V equazione risullante dU = rapporto a quel 
differenziale di cui si vuol V eepressione. 

190. Sg&lio I. Questo principio g^yaa mostrare come Tespres- 
sione del di£Ferenziale d' una ftmzione implicita u data dalla 
equazione U=:0 possa oitenersi indipendentemente dalla rise- 
soluzione della equazione medesima rapporto ad ti. Vero d che 
in questa guisa otteremo una espressione di du non libera 
dalla Uj ma nulla yieta che si elimini la u ayendo ricorso 
alia equazione 17 =0: rari per altro sono i casi ne'quali 
occorre liberare il differenziale du dalla u^ Si noti cbe le eqna- 
zioni I7:=0, dV=:0 pu6 ayyenire ebe sieno di tal forma da 
rendere impossibile V eliminazione di ti. 

EsEMPio. Sia 

J7 = a:' -f- »' -+- x' — r' zz: 0; 
avremo xdx -f- ydy -h zdz = 0, 

e quindi dzz= cte — - dy . 

z z 

191. ScoLio II. Se r equazione I7=iO contcnesse due sole 
yariabill Xy y, essendo la x variabile indipendente, ed y fun- 
zione della x^ ayremmo 

dV dU 

, dx , dy. dx 

dy dy 
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danque senxa risolvere V eguaxione U = p{Xf y) = avremo la 
derivaia di j rcq^porto ad x dhidendo la derivata parxiale di U 
rapporto ad x per la derwaia parxiale di U rapporto ad y, purche 
H cambi U segno al quoziente. 
EsEMPio L Sia 

dV ^ dV ^ 

avremo di = ^^ d^"^^' 

dy X . Xj 

*c » y 

EsEHPio II. Sia 

sara _==2(a:-r), ^ =2tf; 

dy r — X J r — a? . 

-f~z=z , dy = dx . 

dx y ^ 



192. ScoLio III. So dalla espressione dd differenziale dy si 
eliminasse la.y ioalzeremmo il differenziale medesimo al grado 
cbe ba la y nella equazione {7 = 0; infattila differenziazione la- 
scia Delia espressione di dy i radicali stessi che sono nella espres- 
sione analitica di y (n. 121). Se dy si troverji nella equazione 
dl7 = al primo grado soltanto, ci6 signiGcheri che dalla 
eqaazione cII7=0 non ^ stata eliminata la y; facendo tale eli- 
minazione compariranno nella espressione della dy i radicali 
medesimi che sono nella espressione della y. 

EsEMPio. Dalla equazione 

P=x*4-y' — r*=:0, 

abbiamo oitenuto dy=: — -dx; 

«a y = V/(r'— .a:'), 

danque 

, xdx , • X dx 

^y = — TTTZi :3n y ^y = 



Y/(r*_a^)' -sr — ^_^i- 
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193. ScoLio IV. Snpponiamo cbe si abbiano le m — 1 cqaa- 
zioni 

D=0, F = 0, IF=0,... 

fra le m fariabili x^ y, '»•••; solo una di esse, per esempio 
Xf sarik indipendente; le altresaranno fiiozioni implicite di que- 
sta. Poichd i differenziali ddie funzioni 17, V, Wf..f quando 
vi si introdacessero i yalori delle variabili x^ y, x, . . • traUi 
dalle eqaazioni date risolterebbero, per le ragioni dette di so- 
pra (n. 183), ideoticamente aguali a zero, percid potremo porre 
le eqnazioni 

dfr, , dW, . dW. . ^ 



le qaali saranno m — 1 di nnmero , e del primo grado rapporto 
a da?, dy, d[s . . . ; adunqae mediante V eliminazione otterremo i 
yalori dei differenziali dy, &,.... in fonzione delle yariabili 
0?, y, z, . . . e del differenziale costanto dx: lo che ci esime 
dal risolyere le eqnazioni date rapporto aUe yariabili stesse. 

194. ScoLio y. Se le m yariabili foss^x) fra loro legale 
dalle due equazioni (7=0, F=0, m — 2 di quelle yariabili 
sarebbero indipendenti, e le due rimanenti dipendenti da esse 
cio^ funzioni implicite diqueste;e mediante le equazioni dl7=:0, 
(fF=0potranDO ottenersi i differenziali delle due yariabili stesse 
cspressi in funzione dei differenziali costanti delle altre, e di 
tutte le yariabili j?, y, 4^,... 

In generale se le m yariabili fossero legate insieme per 
mezzo di n equazioni (si suppone n<^m) m — n di queste ya- 
riabili sarebbero indipendenti, e le n yariabili rimanenti funzioni 
implicite di queste. Len equazioni dI7=0, cIF = 0,dlF=0,. . . 
ci daranno i differenziali ddle n yariabili dipendenti espressi in 
funzione dei differenziali costanti delle altre , e di tutte le ya- 
riabili d?, y, X, . • ; il qual calcolo non ricbiederji che la sem- 
plice risoluzione di equazioni del primo grado. 
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AMnmsi le dii6 eftuakm 

iy=^(u,ir,sf,«)=^0, (5) 

F = xKu,«,»,z]=0, (6) 

nolle qnali u ed j? si coosiderajia come TariakiU iiidq[^eiidenU « 
y e X fanzioni impUcite di u e Hx dale da queate aquzioBi. 
Differenziando aYremo 

-du^^dx^^dy^^dz = 0. (7) 

'^^'^'^d.^'^^dy^'^d.^0; (8) 

le qoalt aoM due efoasioiii del yriaao grado rapporto a A»» do?* 
djit ix: perci6 aaiA bcile mediaste 1' elimiBazioiia ottMMire i ? a- 
lori di ily e 4b; i quali JBian riaalleraaao eapresai in funzione 
dei differeoziali ceatanti Af , d» e deUa rariabiK ii, Xf y, x» 

I valori di (^ e lb poaaoiio iMn ancln dttfloani ill altra goiaa: 
pokU yet aono fauloni impttoNA dl « e di Xf dovremo perre 

ond'd che le doe eqauioai precedent! diTemnao 
fdU iUiy dVdx\. . fdU . dUig . dl?<b\ . ^ 

/<IF^d7<ly^dF<b\ . ^/rfF^dFdM^dFd«\ . . 

le qaali dovendo Bnssialere qnalanqns sia Ai e dls, percMtt ed x 
si repatano indipendenti, daranno le qaattro eqoaiiooi tegaeoti; 

dV dV df dU d» _ f. iO_^i^^ j_dVdx __^^ 

dK <fy<lu Sc(m ' <te ^d« dx dx ' 
esM ierriranno a determinare i valori ddle qoattfo derivate 

P*"^*^' ^' dii' S iafiuuionedeUe Tariabili M, «, jr, t. 
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Soatituendo cpiesti valori nelle equazfoni (9) e (10) otterremo le 
riebieste espressioni dei djfferenziali dy edz. 

Potremmo ragionare nellQ stesso modo sopra un maggior 
namero di variabili e di eqaazioni. 

195. S€OLio yi. Supponiamo che la x fiinzione implicita 
delle due yariabili indipendenti x^ y» sia determinata dalla 
eqaazione 

V=v[x,y,x) = »; (11) 

da essa ricaTeremo 

dU. dU, dU, ^ 

e di qui aVremo il dlfferenziale dz. Or 1' espressione di qaesto 

differenziale non d altro che una funzione di x^y^ z essendochi 

dx ^ dy debboDo riputarsi eofttanti ; 1' equazione (13) poM 

adunque coDsiderarsi come nn'equazione coatenente qoattro ra- 

riabili, e diffiereiuiarai in firtu del prineipio espoato al n. 182; 

^ da Qotare cbe nella differeoziazione ciaacuiia delle deri?ale 

. ,. dU dV dV , , , ,, . . . .. 

parziali ^ > 7~ » ^ dovra (rattarsi come funzione di x^y^x; 

e dz come una nuova yariabile il cui differenziale Terr& rap- 
prescntato da dV; ne risulter^ adunque la seguente equazione: 

li^^^^^'^lj^^^'^^dW^y 

H"2 •• , . dxdz -h 2 , . dydz -h -j-dTz^zO; 
dxdz dydz ^ dz 

di qui potremo ricavare il valore di d^z. Differenziando di duovo 
questa equazione ayremo il valore di d*js, e cosl di seguito. Pro- 
cederemmo nello slesso modo, quando 'anche il numero delle va- 
riabiit fosse maggiore. 

Se r equazione (11) non contenesse cbe le variabili or, y, co- 
sicchd y fosse funzione della sola Xy avremmo 

dividendo per dr* e sostituendo nella equazione risultante Tespres- 
siooe (4) della derivata 3^ , oUerremo 

aX 
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das' \ dy ) '*' ^ dxdy dx dy '^ dy* V dS 7 



{%)' 



. ; (14) 



qnesta espressione si potiebbe ottonere agaalmente differeoiiando 
il ?alore di j- espresso dalla formula (4). 

Potremmo continuare nello stesso modo per trovare le 

cspressioni delle d«rif ate -^ , -^ , . . . 

196. ScoLio YIL SuppQiiiaiiio che y e js, fuozioni implicite 
della fariabile mdipendeDte x^ siano date dalle dae equazioni 

F=v{/(a?,y,z) = 0, (15) 

r=9(a;,y,z) = 0; (16) 

e proponiamoGi di det^tninare i differenziali d*y , iTs; avremo 
primierameDte 



dx 
e di qui 

d_ViV_iYdU 
^^_dxd% da^ dx ^^ 

dVd7 dVdU 
dy dx dy'dz 



dV. ^ dV. . 4V, rt 
dx dy " ^ ' 

d7, dVj dV, . 



dx 

dVdU 



(17) 



(18) 






<fy (is 



dy dz 



dy; 



ora differenziandd le due equazioni (17) e (18] oUerremo 






da; 



dx' 



'^^ 



s^<u> 



dxdz 



_ dT , . . dlT- dtr - „ 



<er 



<er 



^d«'+^.(^« 



S- 



2 



dx 



ctedy 



2 T— r (ted? 



dxdz 



a d^7 . , dV J, , dVj, . 



d^ 
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dalle quail potremo ricaTaro le eapressioni di ^y a if% dopo avere 
sosUtoiti i vabri di <iy e ib dati dalle dae fanmile precedeDti. 

Le espreaakmi di cTy e d^x poaaono ngaalmeate otteaeni dif- 
ferenziaodo immediatameDte f ▼alcri di liy e ib. 

Proseguendo nello steaso modo ottermnmo^e eapreasioni 
di (fjf,#t,rf*y,il*«,ee. 

XXL II cambiamento delta variabUe indipendente. 

197. Priiicipio I. 9ia y =^ ^, 4? = xf: arremo (n. i¥t) 

sopprimeado V iodice I da quelle derWate. ebe si prendono rap- 
porto a t riputata variabile lodipeodeDte. Frattaoto ottorremo 

p> = §■' 

Or da qoesta eqaaxione ti tu 

1 «* 

e cosi di segaito. DimanieracM aostituendo y'«, y«, y^, • - * - 
a <t»'^, 9"^, <}>*'^, . . . avremo la seguente serie ^i equaziooi; 

^' of 



r^^V^B^B^ 



• • • 



i|. €4ii20io 9imamKuas lOl 

dalle qoali rimiUA ohe ^ Ai «• oaimid^ dt tmr vatiabik miK- 
jMndrali, dtomlirct fmafimxkm$ Mkf ufrmbUe t ripuMa tfuB- 
pendmUej k derivaU f^, /,» 7\» • • • detta fimatim y^^^x 
oe^iiif Isroiifio i oolm datf doib egfifociofit (1). 

198. CoROLLAiio I. Effettaando i calooli afveiiKy 



qyuvte aaraoQO yerami^nte le espnmioili 4a toflitiiini alia 
fate di y punesa lapporto ad or* quando^ di? eoii una Awizfenedi I. 
199. CoaoifURIo IL 4i>bia8i una eqaazione decjyata 

neUa quale la a? 9i repata TariabUe iodipendeate, e do?e y, y, y"... 
80D0 ftuuiQDi della ;r; ae arrerri cbe la ;c oeasaiido di esier t|h 
riabfle indipeodente divewU jTmuiooe d Waltr^ Tarjabtla l^ per 
adattare r efuazioiie (3) a <piestp caao , oonTerrt lostitoire ad 
/* /f J^'t • -i TaJori di y'^, y';, jT^, . ., daii daUe formnle (2), 
per coi r eqnai^jboe [3] si caogeri nella aeg^eote 

li(a?,»,a?',y',a/', y',....)s2«. (4) 

MOl Cmollasio in. Se h « tomeri ad esser variabile 
indipeiidente faremo ^=1, af=iOf ds^rrO, • • . eper td modo 
la {h) itHtfrk amnranente la (•); MMti le fermnle (8) ponendo 
y=ily o^isO, a^=r:Oy . . . dannmo 



. • • • 



201. CoEOLLAEio IV. 8e fonremo conatderare la y come va- 
riabOe ifidipeedentab ^hsp fDomefimaiMe daUa y €M m;=^ifyf 
allora of, 0f',af'9 . . . Kapffeaeateraiuio le derifate MWVisiTe di 
i^lff €Jo6 ^''ff "VVf VVf • • ed ifffff, . . . aaraoM le deriyaCe 
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suocessiye ddla yariabile mdipendente, per cni dofremo porre 
y = ly y"=0» ^'=^^9 ' ' * I coAl le eqaazictoi (9) si cangeraDQO 
BeUe segoenti 



DtgoisacM quando nella equazione (3) stabilita nella ipo- 
tesi di X yariabile indipendente, Yorremo reodere indipendeote 
la y , e considerare la x come funzione di y, bisogoerii soatitaire 
Ad y'» ^9 tTi • • • 1^ espressioni di y^^, y^x> iT* • • • ^^^^ d^Ue for- 
mnle (5). Cosi la fanzione ^ si muterft in una faozione |, di 
y, Xf fl/, af'f off ... . ciod V eqaazione (3) diveDterft 

5i(»»«,«',«',a^\ ) = *• («) 

202. CoROUARio V. Qui cade di dovere osserrare cbe se 
r eqaazione y = (px risoluta rapporto ad x dar^ a;:=\|/y,le 
eqaazioni (5) gioreranno a mostrare le relazioni esislenti fra le 
successive deriyate dclle dae ftinziont inverse ^, ^x (n. ISO]. 
Donqae mediante le forfDUle (5), data cbe sia la deriyata di 
qualanqae ordine d'ana ftrnzione, troyeremo immediatamente 
la deri?ata della fiinzione inyersa. 

La prima delle eqaazioni (5) coincide eoUa eqoazioiie (3) 
stabilita al n. 156. 

203. CoROLLARio y L Quando non doyendo easer yariabile in- 
dipendente la x, nd la y , doyr& esserlo la I, aflhichd la Am- 
zione (, possa trasformarsi in una fiinzione della sola I, converra 
cbe oltre alia relazione della x colla y, sia data quella cbe dee 
sussistere fra la I e la a;, oppure fra la I e la y. Supponiamo 
primieramente cbe siem date le eqoazioni 

f(x,y) = 0, F{x,t) = 0; 

dalla seconda avremo af^ af^ x*", . . . espresse per x e ^; men- 
tre la prima cidar^y'.y^y", . . . espresse per y, x, x\ x"» . . . 
quindi per x,y,i: cosiccb^ (, si ridurrd ad una fiinzione di 
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x,y, if e poseia ad una fimiione della sola I, ove per aitro poasa 
eliminarsi la y m^iante I'equazione ({x^ y) = 0, e quindi la x 
per mezzo dell*altra eqnazione F (a; , I) = 0. 
Se verrantio date le equazioni 

^(^,y)=0, F,(y,0=:O, 

il calcolo noa differiri sostanzialmente dal precedeote: sicchd ci 
rarremo della seconda di esse per esprimere yS ^\ y^^ • • • in 
y e I, e della prima per esprimere a!\ af^ x'*\ . . . in rr, y, y', y",. . • • 
quindi in x^y^ V. allora ^^ si po(r& ridarre ad una fonzione di 
^fVyh ^ anche ad una funzione della sola t^ o?6 possa elimi- 
narsi la X per mezzo dell' eqaazione fix^y) =0, e la y me- 
diante Faltra equazione JPj(y, <) = 0. 

904. CoROLLARio Vn. In secondo luogo supponiamo che 
sieno date le equazioni 

f{Xyy) = 0, F,(x,y,t) = 0; 

sari facile tomare al caso precedente, quando per6 si possa eli- 
minare da esse la jt o la y; peroccbd eliminando la x otter- 
remo una equazione la quale conterri y e ^; eliminando la y 
olterremo una equazione fra x e t: quanto al rcsto dell^opera- 
zione procederemo come sopra. 

205. CoaoLLARio VIII. In terzo luogo supponiamo date le 
equazioni 

F(a:,<) = 0, F,(y,0 = 0; 

ci yarremo della prima per esprimere xf^ Qi\ aP\ , . . in fun- 
zione di jp e I; della seconda per esprimere y',y", y^'»% • . in 
fonzi<me di y e I: cosi || potri ridarsi ad una ftinzione di x^ y , U 
quindi per eUminare a; ed y ^^i dovremo valere delle due equazioni 
date. Siffaita eliminazione non presenter^tcom' h chiaro, alcuna 
diflBcolti quando a; ed y sieno due funzioni esplicite di I, ciod 
quando abbiasi x = x^ y = Xi '- 

206. CoaoLLARio IX. Se Tequazione | = fosse priva di 
una delle yariabili, per esempio ddla a?, anche V equazione g.=0 
sarebbe prira di questa variabile, stantechd le espressioni (2) 
che rengono inlrodotte nella funzione | non contengono la 
Xf n6 la y. In questo caso per trasformare la funzione || in 
una funzione della sola ^ biuteri che congiuntamente ad ana 



J 
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eqnazioiie fra y e I sia daU ana eqmioiie deHvata fira a:' e I, 
ciod le dae equazioiii Begaeoti 

si suppone perd che mediaate la prima di esse riesca possibile 

la diminazione della y. 

207. ScoLio L Si osservi che in luogo della eqnazicme den- 

vata Fs[d/, t)=:0 potrebbe esser nota una equaxione derirata 

fra y e I' 9 oppure Era y, y' e /, dove la y fosse state considerata 

come fonzione di I, e ^ come faDzione di w. Quaado ci6 av- 

venga sar& necessario poire nelT equazione derivata proposte 

1 i/ 

—in Inogo di t^ ed-£^ in loogo di y'; VetpHBolom cM modifr 

W OS 

cata dart i valori di ai^oi'^aP'f • . • quali convengono alia eqaa- 
zione ^| = 0. 

EsEHPio I. Sia date la fuDzione del primo ordine 

sostitaendo -^ady', nerisolterft te seguente 

Qra abbiansi le eqnazioni 

dp=:rooa/y y = r8enl; (9} 

dove r si sappone essere una funzione note di I, e I la variabile 
indipendente. Qui siamo nd caso di coi abbiamo pailato nel 
Corollario VII, n. 304^, e poichA 

a:' = f'oosl— f seni, y'rzr'scnl^-rcos^- (10) 

fatte la soitiUiiione risoUerA V eqoaiioiie 



i.= f.- (ii) 



di queste guisa || sara ridoUa ad ana funzione della scda I ra- 
riabile indipendente. 

EsBVPio IL Sia date la funzione del secondo ordine 
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soslituendo p- ad y', ed ^ "i ^— ad y", avremo 



J* . -.'«>| 



Ix -i-y ) 
^' ^ afff'-y'a^' ' ^*^' 

Cosicchd quando abbiasi come sopra x^=:rco8tj y=rsenty 
la ^, rerrk trasformata oella seguente, 

2 - (^ + ^'1'' (14) 

la quale 6 fanzione della sola t. 
EsKHPio III. Se poi avremo 

doYe si suppone y fanzione d\ t^e t fanzione di x^ e dove ^ ^ Ja 
deriyata di I rapporto ad x^ dovremo por mente alia osserva- 

zione btta al n. 207. Sicchd sostituiremo innanzi tatto --^ a t'; 

allora Feqaazione y — ^ = si cambier^ in 

X 

da cai emergeranno le segaenti, 

y y\ 

Sostitoendo qaesti valori nella formula (13) oUerFemo 

la qaale potr^ trasformarsi in una fanziooe di i variabile indt- 
pendente, ove siadata una equazione F|(y, r) = fra y e l; 
infatti mediante questa equazione esprimeremo y' ed yf' in fun- 
zione di y e ^; quindi elimineremo y. 
BsKMPio IV. Abbiasi 

dore y si suppone funzione di /,' e ^ funzione di x. Porremo 

1 v' 

■^ in Inogo di if ^ in luogo di y\ ed avremo 
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a?"4-y'* — 1=0; 
da CQi si ollieDc 

a/» + jr = i» ^^' + yY' = 0, af' = - -^; 
sostituendo questi ?alori nella formula (13], risiilter& 

la quale potra ridursi, come la (15) , ad una funzione della sola t 

mediante una equazione Fj (y » = ® ^^^ Sf e ^ 

Se in luogo della equazione F, (y, r) = 0, fosse data una 
equazione F (a;, <] =r fra a? e I ayremmo da essa i ?alori di a/ ed 
a/' in funzione di t; sicch^ bisognerebbe esprimere ^, in funzione 
di of ed of'; e poichd 

sostiluendo questo valore nella (16), risttlterd>be 

EsEMPio y. Sia data la funzione 

5= J'. m 

nella quale la x si snppone indipendente: abbiasi inoltFe come 
sopra r equazione 

r^ — y^ = 1 , OYTero j/* h- j^ = 1. 

DoTendosi trasformare la f in una funzione della yariabile in- 
dipendente ty cominceremo dal sostituire nella ^ le espres- 
sioni di yf' e di y'^' date dalle forniule (2); sicchd ayremo 



ovvero 






Or poicbe 
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ssrk 

^^ Iff r^rfy^'^ Ivl sT. 

sostitneado iiella fkmzione (SO) qnesta i^spressioDo di x\ e la 
precedente di ^^ ayremo 

finalmeote sostitaendo I'espressione di a!^ risultera 

Per eUminare yty^tt/' ^^^ neoessario conoscere una equazione 
F| (yyi)=zO; rimane la a?, la quale oon potrt elimiQarsi am- 
menocM non sia nota una equazione / (x, y) = fra x e y ^ op- 
pure una equazione F(Xft) = {tbl x e L 

208. ScoLio II. Abbiamo veduto come le derivate di y rap- 
porto ad x si possano esprimere per le derivate di y e di rr rap- 
porto ad una stessa yariabile i indipendente e di cui xeiy erano 
due diverse funzioni. Or giova avvertire che il problema piu gene- 
rale del cambiamento di una variabile indipendente consiste nel 
trasformare una funzione | contenente le derivate di y rapporto 
ad X9 in una funzione $, che contenga non gia le derivate di x e 
di y rapporto a t qual'6 la |,y ma le derivate di un' altra fun- 
zione u rapporto a t riputata variabile indipendente. AlFoggetto 
di schiarire questo problema supponiamo che congiuntamente 
alia equazione f[xp y) = fra x e y , abbiansi le due equazioni 

J7 = (f>(a?,y,u,l) = 0, 

F = v!/(a?,y,M,l) = 0, 

fra le quattro variabili a;»y,ti, I. Una di queste variabilis per 
csempio la if sark indipendente; le altre Xj y, u saranno funzioni 
della t. Differenziando le equazioni 17 =0, F=0 nella ipotcsi 
appunto che a? ed y sieno funzioni di t^ avremo 

r.x'-hr^y^-hKu'^O; 
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(le derivate a?\y,u'da cui si ^ scqppresso rindioei sMntendono 
presc rapporto alia yariabile indipendente i); di qui ricaveremo i 
valori di x\ %{ in fuozione di ti'. Differenziando nuoyamente que- 
s(c equazioDiy otteiremo le seguenli, 

dalle quali potremo eliminarc Ic derivale ^»y'per mezzo dei 
loro valori ollenuti di sopra, e quindi ricavare i valori delle 
derivale af\ y" io funzione di u" ed u'. Prosegaendo in tal guisa 
luUe le derivate ^'»y',a/',y",rr'",y'", . . . . potranBO esprimersi 
per le derivate u',t4'',t<"',...; quindi avendo ricorso alle for- 
mule (2) le quali ci danno le derivate y$^\ y*", ... in funzione 

mm* 

di x'y y', a/' ,y', af"f y"', . . . giungeremo ad esprimere y*, y", y*, . . . 

am* 

in funzione diu\ul\u'^\. . . Ci6 fatto, qualunque funzione ^ in 
cui si trovind le derivate di y rapporto ad x potra trasformarsi 
in una funzione ^, che contenga solamente le derivate di t4 rap- 
porto a t. Si raccoglie da ci6 cbe la soluzione del problema non 
offriri diIGcoll& quando sieno noli i valori delle derivate y^y^', y"'.. . 



* * 



in funzione delle derivate u\ ti\ ti'", . . . Quest! valori dipendono 
unicanaente dalle equazioni che legano rr ed y con I ed u: nulla 
vieta per6 che queste equazioni ollre contenere x^y^ t ed u, con- 
tcngano altre variabili; vuolsi solo che tutte le equazioni date, 
sieno tante di nnmero quante sono le variabili meno una; senza 
di ci6 non avremmo una sola variabile indipendente come ab- 
biamo supposto. 

Le precedenti considerazioni possono renders! piu general! 
ncl seguente modo. Supponiamo che congiontamenle alia equa- 
zione f[Xy y) = sieno dale le m — 2 equazioni 

F=0, F — 0, IF=iO, .... 

fra le m variabili a?, y, 2^. . . VyK,^, e proponiamoci di espri- 
mere tutte le derivate della funzione y rapporto alia varia- 
bile X da cui djpende, per mezzo delle derivate successive della 
funzione u rapporto alia variabile t considerata come indipen- 
dente. Differenziando le equazioni 17=0, F=:0, IF=0,. 



. • • 
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arremo m— 3 eqaazioni del primo grado i^pporto ad a!^ ^ j 
1^, ... yl\ per mezzo di esse otterremo adanque i valori di 
x\ y^, , . . * in faozione di u'. Differenziando le equazioni gii 
oUeDutedr=0, dF==0, dW,= 0,... (da cui potremo elimi- 
nare a/, y\ z' . . . v ] ayremo m — 2 equation! del primo grado 
rapporto ad a/' , y'^ js", . . • u^', mediante le quali otterremo i 
valor i di a/', y", • . • t/' in funzione di t/' e di u'. Differenziando 
poscia le eqnazioni (Pl/=0, cPF = 0, (f*fr=0, .... (dalle 
qnali potranno eliminarsi af^ y", ji^\ . . .t?'^ arremo m — 2 eqna- 
zioni del primo grado rapporto ad afy y^ je"', ,..tf; da esse 
avremo o:^^, y'", . • . t/' in funzione di ti% ii\ u\ Seguitando di 
qnesto modo esprimeremo tutte le derivate di a; e di y rapporto 
a I in funzione delle deri?ate successive di u rapporto a L 

209. ScoLio III. Resta cbe si consideri il caso in cui le va- 
riabili indipendenti sieno piu di una. Abbiasi Fequazione 

f(t«, X, y, «, y;, y'., ^«, z'., y';, y''^, . . .) = (22) 

contenente quattro variabili ti, x^ y, z, delle quali u ed jp si 
suppongono indipendenti ele altre, cio6 y e iK,funzioni di ued a?. 
Snpponiamo che t« ed a; cessando di essere variabili indipen- 
denti diventino Ainzioni di 5 e ^ nuove variabili indipendenti; 
dovremo elimlnare dalla funzione f le derivate y'^, y'^ x!^^ '^•y* 
ed iotrodurvi le derivate delle variabili u^ Xy y, x rapporto ad 
« ed a /. A talc oggelto si osservi che essendo y e js funzioni 
di « ed ^ mentre u eA x sond funzioni di » e I, avremo 

. y'.= }fu <+ y'x ^., y\ = y\ **',+ y'^,. 

dalle quali equazioni mediante T eliminazione si ricava, 

y>'— yX y>'i— y'y. 



y M f ..f ^ ^j 9 y « — 



x'. «',— af,i/, ' "'^af, <- xy, • 

Ci6 posto, differenziando le quattro espressioni precedent! di 
2^'«« y'(» ^'t' ^f rapporto ad 5 ed a ^ avremo le espressioni di 
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y, ^', y, «", af', «• 

ciod sei eqaazioniy dalle quali per reliminazione otterremo i va- 
lori delle sei deri?ate y"«, y",, y'«x> ^«» «"•» *"«* "^ funzione 
delle derivate di ti, a?, y , je rapporto ad « ed a ^. Di questa guisa 
potremo contiDuare il calcolo. Per ridurre la f ad ana fanzione 
delle sole variabili indipendeDti set conyerrii che si conoscano 
le relazioni bauj x^y e x^ non meno che qaelle trsi u, x e 
le yariabili indipendenti $eL 

210. Scoiio IV. Le formale (1) noD sono ristrette al caso 
in cui il cambiamento della rariabile indipendente debba farsi 
in nna equazione deriyata qual'd la (3); esse gioyano altresl ad 
effettnare siffatto cambiamento in qualunque equazione diffe- 
renziale: sari necessario per altro preparare conyenientemente 
qaelle formnle stesse ponendoyi 

|. £*♦ g....iniuogodiy^.,r:,jr.... 

% §' S*' •• to laogo di sr, »",»«,.. . 

dx d^x (i'f/ 

df' df' 5?' •••*'* ^^^^^ * ^* ^^ ixf\ . . . 

211. Principio II. Poicb^ in yirtu delle formale (1) oes- 
sando la a? di esser ?ariabile indipendente, y'. dee mntarsi in 

^f perci6 nella stessa ipotesi ^ doyr& mntarsi in -J^ : -j-; 
ma dy,dx__dy 

donque 1' espressione ^ della deriyata del prim'ordine non mnta 
oye anche x diyenti fanzione di L Ci6 concorda con quanto di- 
cemmo al n. ISO. Vero ^ che sostituendo -p al qnoziente -^'-jt* 

perdesi di yista la condizione che ci yiene imposta dalle espres- 

dfi dx 
sioni ^ , ^ > ^' prendere i differenziali dx e dy rapporto a t; 

ma siccome questa condizione pu6 anche rimaner sottintesa nellc 
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caraUeristiche differenziali dr, dy, perci6 conchiaderemo die 
utui fimxiane del prim* ardine non va soggeUa ad.alama aUerO' 
zicne per U cambiamento delta varialnle indipendenie; soh $i ri- 
cMede che in tal caso i differenxiali cantenuU m queeta funzione 
$*intendano preri rapparto aUa nuow variabile t 

212. ScoLio. Questa ^ una delle ragioni per cui le caratte- 

risliche differenxiali Leiboitziane ^ , ^ destinate a rappresen- 

tare le derivate di a? e di y si preferiscono alle caratterisUche 
algebriche d/, y' usate dal Lagrange. 

213. PanfCiPio III. Poichd cessando la x di essere varia- 
bile indipendentey le derivate 

m * X 

si canibiano respettiTameiite in 

per6 snssistendo la stessa ipotesi i coeflBcienti differenziali 

^ ^ ^ m 

dx* ' dx" ' dx*' ' ' ^^ 

si cambieranno respeltiramente nelle espressioni segaenti 

i-rf^ l^iLd^ Ld —d —d ^ (26) 

dx dx* dx dx dx* dx dx dx dx* ' * * ^ ' 

Inbtti siecome ^ deesi cambiare in ^ (n. 202)» risolterA (n. 91) 

* 1)^' — * ^/n ^y— ^ ^ ^y 

}ld^D^~ dlD-d ^ = ^d~d^ 
of of xf dx dx dx dx dx dx* 

l,D — D—D^ = ^dtD-d—d^ = —d — d — d^ 
sd of x' ai dx dx dx dx dx dx dx dx* 



e cod di segnito. 

Ossenrando cbe le espressioni (25) non differiscono dalle 
eqiressioni (23), cio^ dalle (1), che per le caraUeristiche D, le qnali 
sono in queste majoscole, ed in qneUe minnsoole, concbiude- 
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remo che nel modo che dalle (1) si ebbero le (2) oosi dalle (25] 
si ayranno le jseguenti (d. 117); 

k='^^^^. (26) 

^ __ dx{dxd^y — dydfx] — Sfx{dxd^y — dyfx ) 



le qnali si dedacono dalle eqaazioni (2) sostiiaendo agli apici, 
che d qaanto dire ai D i d. Dunque 1^ per pas^are daff ipoiui 
deUa X variabik indipendenie alfipotm dtUa x funxume di i basterd 

sostituire ai coefflcenti differmxiaU ^, j2 ^ — i ,. . .rap- 

presentanti le derivaie /«,/«, y"',, . . . fc espressumi daU daUe 
equaxUmi (26); 2® per tamare alPipoteri della x variahik tnift- 
pendente haeterd supporre costanie il differenxiah dx e rendere 
fiutti tutti % differenziali susseguenti d*x« d'x, • . • 

21i. ScoLio I. Le espressioui (26) coincidono coi Yalori di 
t/'y vl^9 ••• che possoDo rica?arsi dalle equazioni (13) , (U), ... 
stabilite al n. 106, ben inteso che la u si cambi in y. 

215. ScoLio IL Le espressioni (25) si matano immediata- 

mente nelle (24) sol che suppongasi dx costante; dunqne fe de- 

rivate successive di y press rapporio ad x sano sempre % diffe- 

dy 
renxiaU delta fraxione^ divisi respetiivamente per dx; coUa djf- 

ferenxa perd che alhrquando x = xt ambedue i temmi della 

dy 
fraxume -p sono variabilis mentre nel caso di x indipendenie il 

denominatore di essa i costanie. 

XXL II rapporto degli accrescimenti di due funzioni 

(f una stessa variabile. 

216. Principio. Sia fx una fanzione di x continaa fra i 
limili Xo ed Xo + A, x^ ed x^ — h della yariabile : dalle eqaa- 
zioni (3) (14) (n. 55 e 60), a?remo 
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fx^—f[Xo - A) = hifx. -h K,) 

Crescendo h potranno X e X, riascire minori di qoaluoque 
qaantil^ data ; cosicchS fx^ •+■ X giangerft 8em(nre ad arere il 
s^o di fx^; indicfaiamo adonque cod i un valore di h tale 
che fx risulti maggiore di X c di x^, sarA 

1** f{x^ -4- ») > fxo quando sia fx^ > 0, 

fx^^f[Xf^ — t) quando sia ra?©]>0; 

V f{Xo -f- »)< fXo quando sia fx^ < 0, 
/a?o<rt^o — «) quando sia f'x^<iO; 

di qui emergono le segnenti propoaizioni. 

1^ Se sarA T^ > per tutti i valori di x compresi fra ir^ 
ed Xo+iy la funzione fx al crescere della a da Xj^ ad a?o + t 
cresceri; . se sara f dP > per tutti i yakiri di x compresi 
fra x^ ed x^ — if la funzione fx al decrescere della x da x^ 
ad «o — i decrescerii. 

V Se sarA fx<^0 per tutti i valori di x compresi fra 
ar« ed re^H- «, la funzione fa? al crescere della x da x^ ad d?o 4- « 
decrescerd; se sari /b?<0 per tutti i yalori di x compresi 
fra a?o ^ ^0 — ^*' 1* funzione fx al decrescere ddla a? da a^^ 
ad Xo — < cresceri. 

Viceyersa 1^ se una funzione fx al crescere della x da 
rco ad aPo + • crescerd , ayremo fx > per tutti i valori di x 
compresi fra x^ ed x^ + i; e se una fonzione fx al decrescere 
ddla X da x^ qlAxq — % decrescerd, avremo fx^O per tutti i 
valori di x Compresi fra x^ ed x^^ — t. 

2° Se una funzione fx al crescere della x da x^^ ad x^ -4- « 
decrescerik, avremo fx<^0 per tutti i valori di x compresi 
fra ^0 ^ ^0 + *> ® ^ una funzione fx al decrescere della j; da 
x^ ad rPo — * cresceri, avremo fx<^0 per tutti i valori di x 
compresi fra x^ ed x^ — t. 

Ill 

EsEMPio. Sia & = - , D - = -. Per tutti i valori di 

XX X* 

X compresi fra + qd e •— x abbiamo D - <[0; dunque fx ere- 

15 
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scendo la x fra due limiii qaalanqae positivi o negativi anderd 
decrescendo. 

217. ScoLio. Alcune fonzioBi cresoono sioo a certo limite^ 
toccato il qaale decrescono; il segno della derivata metterii in 
evidenza questo limite stesso. 

EsEMPio. Sia fx = 9enx,D sen x^=: COST. Sara D sen xpo- 
siti?a da x = sino ad ^ = J7r, negativa ia x = \'fr ad 
d;=:7r; danque sen a? crescer& al crescere di x da x=0 
adrp={7ry decresoert da xziz^n ad ar=:ir; lo che coocorda 
con quanlo si stabilisce nelia Trigonometria* 

218. Teoreha L Se k fUmsbmi tx^Tx e le loro derivaie 
CXf ¥x saranno continue per tutii % vahri deUa x compreft 
fra x^ ed z^+h, e se inoUre F'x coneerverd per quesii vabri 
il medesimo: segno f wremo 

f(x^ + h)—fx. _ f(a?o + to) 
F(x^'hhy-^Fx^'^F{x^-^Bk) • 

dove si suppone t <[ 1. 

Infatti slante la oontiBttit& ddle fiuudoni /Sr, fr, Fx^ Fx, 
ed in virtu del Teorema 111 n. 58, saiA 



e quindi 



f[x.^h)^fie^ _ fix, -^ »h) . .. 

F(x,-+- h)—Fx^ — F\x. -h M) • ^ ' 



si esige per altro che Fx per tutti i valori della x coBoqpresi 
fra j?o ^ ^0 + A conseryi il medesimo segne» perchd in questo 
caso la Tanzione Fx^ crescendo la yariabile da x^ 9d x^-i-hf 
sAtk costantemente crescenle o costantemente decrescente (n. 216], 
e la TuDzione Fx per qnesti yalori della x non sar& mai zero; 
laonde non polr4 nd il primo nd il secondo membro delU 
equazione (1] riuscire infinito. 

219. ScoLio. Questo teorema pu6 altresi dimoatrarsi indi- 
pendentemente dal Teorema III n. 58,. nel seguenie modo* 

Supponiamo che i yalori successivi e continui della x 
sieno ap0, rc^ •+• A^ = ap^ , a?, H- A, =r j?, , j?, -H A, = fl?, , . • • * 
x^ + A^ = a;^-h A; i rapporti degli accrescimenti successiri 
delta due fiinzioni saranno 
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F^,-t-AJ-F«,' F(*,-|-A;)-F«j.' ■ • • • F(x;-i-AJ-Fi, ^'^^ 



orvero, slanle la sapposla continuita delle due funzioni (n. 55), 



♦ Vt^ ...» • • . . jgfZ. I ~~ I l**) 



aTremo adanqae (o. 24) , 

"* 'Fi~+;r-F'<r/ ? F'a>. h- w, " FF, 



' • 



*} p / g, -t- /^i 



percid dorrft sassistere ana delle equazioni seguenti (n. Vi.)\ 

/(x,-t-A)— /-a;, _ f», /(a?.j-H A)--/a;, _ fa, 
*•(«, + ft) —f «. "~ *"«,' F(i, -+- A) — Faro ~ Fx, • • • * 

F(x. + A)-Far„ " *IT^/ Fx/ ' * " FxJ ' (*' 



la prima di qaeste equazioni ^ assurda e non pu6 arep 
luogo; iobUi in virlA del Teorema 1 n. 55, si ha 

eccettnata adunque la prima delle equarioni (&), le altrc di- 
mostrano cbe il ralore del rapporto 

F(ir, + A)— Faro 
dee ooinddere con ono dei yalori che acquista la frazione 
Lr allorqaando la x passa dal Talore x^ al valore x^ inclu- 
sive, che t quanto dire allorquando la x riceve uno dei valori 
compresi fra x^ ed a?^-hA„, ovvero fra x^ ed x^-^-h. Or la 

fx 
frazione Uj- in virtu della continuita del numeratore c del dc- 

nominalorc 6 capace di passarc dal valore che essa acqui- 
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sta per x=^x^ a qudlo che riceve per a; = rr^ + Ay passando 

rtgorosamente per tutii i yalori iDtermedi, nd pud la fraziooe 

medesima per alcuoo di questi valori della x riascire infinita, 

perch6 il denominatore F'x dovendo conser?are il medesimo 

segno non passa giammai per lo zero , dunqae fra i valori 

fx 
numerici della frazione 4v~ dovremo iDContrame nno, che di- 

Jp X 

m 

rcino ^, uguale al rapporto i\^^^j;)Jp^^ \ ^^V^^ 

f{Xo-^h)—fXo _fXi . 

ora Xi dovendo esser compreso fra x^ eA x^-^h pud rappre- 
sen tarsi, quando sia d<]l, con x^ + ^h; dunque 

F[x,^h)-Fx- F[x,^^hy 

220. CoROLLARio L AfSnche una Amzioue frazionaria della x 
sia contlnua fra i limiti x^ ^ x^-^h d necessarlo che sieno 
continui dentro i medesimi Umili il numeratore « il denomi- 
natore di essat 6 che il denominatore per tu^ti i valori di ar 
compresi fra x^ ^ x^-^h non possa ridursi a lero; dunque 
Teqnazione 

f[x-\-h)— fx _ fix-hth) 
F{x-hh)—Fa;~F{X'h6hy 

sara vera per un valore partteolare della Xy xznx^y purche 

fx f*x 
le frazioni ^, ^ sieno continue per tntti i valori della x 

compresi fra x^ eA x^-h &• 

Questa equazione non che le utili applicazioni di esaa che 
passiamo ad esporre sono opera del signor Cauchy (1). 



(1) V. Cauchy , Lepons sur le caUul diff. Paris 1829. A' Lepm. 
Moigwi, Lfcom de calcul diff, el iul, Pari$ 1840. 1\ L \i^ Lipen. 
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221. CoROLLARio II. Sia x^ radice di ambedue le equazioni 

fx fx 
fx=09 Fx = 0^ e le funzioni L- y ir- sicno coQlinue inx^ 

add?^ + A» ayremo 

\x,^hrP(x,^y.)' 






dove sara X<[A. 

222. CoROLLABio III. Sia hg < X, x, < x, , x, < x„ . .. avrenio 

mo + X) _ f >. + X,] fK + X,) _ r>o-f-X,) 
Gd in fine r" Vo4-)s^,) _ r(a^o-4-0*) . ,.. 

pqrcM per x = x^ vadano a zoro le derivate delle faqzioni 
fxy Fx sino airordine n-r-l incIasiYe, e purch^ le frazioni 

fx fx /^ 

Fx' F'x ' • ' 'F^^ar' 

sieoo continae per tuUi i valori della x compresi fra Xo ed x^-^h. 
Nella equaziooe (6) doyremmo porre h^j to laogo di Bh; ma 
X^^i sarebbe al pari di M una frazione indetenninata di A. 
FrattanCo risalendo alia eqaazione (1] potremo stabilire che se 
k dtrwaU successive delle funzioni fxedtj. fino alP orcKne n — 1 
incluiive anderanno a zero per \ = x^ e se le funzioni 

m 

Fx ' F'x ' F"x ' • " F<"»x ' 

taranno contimie per tuUi i valori della x compresi pra x, ed 
x^ + h avremo 

fix, - t- A) - fx, _ r(a^.-<- eh) 

F(x, -hh)-Fx, -F-'{4r, -h 9h) ' 

Se tutte qoeste condiziooi si verificassero, ed x, fosse inol- 
tre radice della cqiuziope F« = , avremmo 






(7) 
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Se poi Xo fosse radice di ambedae le equazioni fx = 0, Fx = 0, 
allora sarcbbe 

F(x,-hh) — F>, + Bh) • 
223. CoROLLARio IV. Sia Fx= (x — arj*; risulteri 

F'x =z n[x — 0?^)*-* 

F«rr = n{n — l)(j: — rro)"^* 

rx = n[n — l)(n ~ 2){x — «J 



F<">a:=::ii{n— l)(n — 2)...*.3.a.l; 

in questo case per x:=:x^ anderanno a zero la funzione Fx 
e le sue derivate dalla prima sino a qacUadeirordinen — lin- 

fx fx f*^x 
clasiye, ed i rapporti ii^, j^. . . tjS)^ saranno TaiizioDi cod- 

tiDae da x^ aix^-^h ore sieno coatinue/!r, fx^ . . . f^^x. Percio 
r equazione (7) dara 

f[x^^h)-fx, = j-^^r{x,^9h). (8) 

Se poi verificlier^mo essere /h;^ =: ^ allora sara 



224. GoBOLLABio y. Facendo n = 1 1' equazione (8) da 

f[x^'hh)=fx^'h *r(*o-H «*); 

leorema che gi& dimostrammo al n. 58. Questo leorema emarge 
altresi dalla equazione (1] n. 218 , ponendo Fx = x. Dunque il 
Teorema 111 n. 58 , ed il Teorema I n. 218, possono cooside- 
rarsi a yicenda come principio e conaegfuenza Funo deU'altra 

225. CoROLLABio VL Se i yalori della x in luogp di essere 
compresi fra x^ ed x^-^h fossero compresi fra ed A, le 
formule precedenti , nella supposizione che le funzioni fx ed Fx 
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soddisfiiociano allc condiziooi stabQite, potranno adaltarsi a 
qiMsto caso feoendo ir, = ; talchd aTremo 

fh _ f^\m 

tielle quail eqaazioni la A , che qui esprime un valore partico- 
lare della x, potrft cambiarsi in x^\ tali equazioni si tradu- 
Gono manifestamente nelle proposizioni seguenti. 

1^ Se per d;=:Oy le funzioni fx^ Fx e le loro derivate 
sino a quella dell' ordine n — 1 inclusive anderanno a rem, e 
se inollre le funzioni 

^ fx f*te 

Fx* Fi'---"/^' 



saranno iMMiUnue per lutti i ralori della x compresi fr* ed 



x^9 avrano 



» 



^ Se per a? = le d^irate deHa funzione fx sino a quella 
dell' ordine n — 1 saranno nulle, e se oltracci6 la funzione fx 
e le sue derirate compresa 1' n"** saranno continue per tutti i va- 
lori della x compresi fra ed o?^, aTremo 

r^o-/o=f:^r(teo)- (n) 

3P Finalmente se congiuntamente alle condizioni prece- 
deali si TeriQcheri essere /O^O, aTremo 



«* 



896. CoROLLARio VII. Ponendo mente aU'equastione (12) po- 
tremo ancbe slabilire U seguente teoiema. 
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Se per 0? = una funzionc della x^ che diremo {7, e le sue 

derivate successive sIqo a queUa deirordine n — 1 incliisiTe, 

anderauDO a zero per a; = 0, e se oltracci6 la funzione me- 

desima e le sue derivate nooesclusaqaelladeirOTdinensaraniio 

continue per tutti i valori della x da ad ar^, polri la IZespri- 

a?" 
mersi medilinte la quanlita j—^ moUiplicata per la deri- 

1 • iS • • ft 

vata n°^ di V, purche nella derivata medesima si soslitoisca 
hx ad x: il qual risultato sar^ rero per qualunque Talore di 
X compreso fra i limiti ed of^. 

2Snr. CoROLLARio VIII. Abbiasi la fdnztone fx; sara 

([x 4- *) =fx'hf(x -4- A) — -/a? ; 

ponendo a = /(a: 4- fc) — for , (13) 

ayremo (^a; 4- A) =r /ic -f- «; , (14) 

dove a sar& una funzione di A e di x capace di andare a zero 
per A = 0. Cid posto si osscrvi che dair equazione (13) si ba 

^\=r[x^R]; (15) 

se adunque » ed x\ saranno funzioni continue per tntG i talori 
della A da ad A, lo che avri luogo quando fx ed fx saramio 
continue per tutti i valori della a?da j^^ad x^ -h A^avremo (n.SS6) 

» = A/'(a?-t-«A) (16) 

dove sari < i; quindi daHa (ik) otterremo 

/ia:-hA)=/a?-+-An^-hflA); (17) 

equazione gi& nota (n. 224). 
In secondo luogo , poichd 

f[x -+- eA) z=zfx 4-r(* 4- eA) ^fx, 

ponendo «, = f (a? -h Bh) — fx, (18) 

a vremo f[x -f- ik) :=ifx'h^i ; (19) 

dove »! sara una funzione di A e di a? capace di andare a zero 
per A= 0; quindi la (16) dara 

c-hfx^P; (20) 

e qui pure ^ sar& una funzione di A e di a; capace di andare a 
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zero per A = 0: frattanto la {14j si mulcr.^ nella seguentc 

f[x + h) = fx -^hfx 4- ^ ; (21) 
la quale da 

donde si vede chc per A = risiilter^ ^\ = 0: se adanque fx^ fxy 
fx saraono continue per tulU i valori della x compresi fra x 
ed x^~hhy supponendo dj <[ 1» avremo ( n. 226} 

^^r^ri^-^W' (22) 

e quiodi per la (21) , 

f[x-i^h] = fx-h-^^rx^ ^r (^-+- ^1^). (23) 

Jn terzo laogo, poiche 

r[x-hB,h)=rx^f'(x^e,h)^rx, 

ponendo pt, — f (a? -f- e,A) — f"x, (24) 

aviemo f (a; + 6, A) = f ' a? + a,; (25) 

do?e «! 8ar& una funzione di A e di a? capace di andare a zero 
per A = 0; quindi la (22) darA 

^ = ^r^ + r, (26) 



e qui pore r sart una fiinzione 4i A e di :r capaoe di andare a 
zero per h = 0; frattanto la (21) 8t muter& nella segnente ; 

f{x^h)=fx^ iLfx^^^fx+r; (27) 

la quale ik 

y\=f[x-yh)^rx-hrx, 

y\=f[x-^k) — fx, 

y^,=r[x^h); 

quindi si vede chc p6r A ==: dee ri^ullare r* — 0, y^" = 0. Se 
adanque fxy fxy fx^ fx saranno cpntinue per tutti i yaLori 
della X compresi fra a:^eda?^ + A; supponendo 6, <*> avrerao 
(n.226) 

16 
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e qdindi per la (27) 

In quarto luogOy poiche 

avremo dalla (29) 

fix^h) = fx+ J r<^-h ^ r<r+ -^^fx + S, (30) 

dove 8 sara una funzionc di A e di a; capace di andare a zero 
per h = 0; vedremo poi come di sopra che per h = risulta 
S/ =zz 0, 5/ = 0, 5/ =0; oltrech^ troveremo ij,"^ = /"^ (a: -f- h] ; 
se adunque fx^fx^fx^f^x^ p^x saranno continue per tutti i 
valori della x compresi fra a;^ ed a;, + A, supponendo ^i<^ij 
risulter& C^^. 226) 

e quindi per la (30) 

Frattanto d manifesto che siffatto calcolo potrft oontinuarsi finche 
le deriTate non oesseranno di essere conlinae deatro i limilt x^ 
ed x^ + hy^ che la legge secondo cai procedo il secondo mepnbro 
delle eqaazioni (17), (23), (29), (32) si manterrii inTariabile. In- 
fatti immaginando che il calcolo fiia stato spinto sino alia deri- 
?ata m"* della fnnzione, e che perci6 siasi ottenuta Teqnazione 

f(a:H.A)=fx4-jr^+j^r^ 4- i^,,^ r^(^+^*)> 

ponendo /**** (a? 4- w A) = f <*» x-^a.^^ 

avremo 

f[x^h)=fx + ^fx-hj^fx . . . . -h 'j^*^ f"^a?H-X, 
dove X rappresenteri una fanzione di « e di A capace di andare 
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a zero per A = 0. Vedremo poi agevolmeDte cbe per A =r ri- 
suliera pure X./ = 0, X/' = 0, ... X^^"*^ == 0; inoltre troveremo 

se adanque fx^fx^ fx. . . . /'(""^') x saranno funzioni coDtinue per 
tatU i valori della x compresi fra x« ed o?^ + A> supponeado 
ii«,<[ci>9 a?remo (q. 326) 

e quindi 

/{«-+-*) = /5c + jfx -H-^^«.jf. 

diinqae la legge, poich6 non muta quaado m diventa m + 1, noq 
materi quando m+1 diyerr^ fn + 2, e cosi via discorrendo: 
dunque iQdicandocoQ n un numero qualuoque intero e positivo, 
avremo 

la qaale eqaazione sar& vera per qualanqne Talore della x preso 
nei limiti dentro i qnali fx e le sue saccessive derivate sino alia n*^ 
indosive sono continue. Dunque una funzione fx algebrica o 
trascendente quando soddisfar& a queste eondizioni si potrd 
GODsiderare come composta d'una funzione intera di h espressa da 

r*+j r*+ ^r^ . . . . + 1.2. .^"(n-T)^''""^' 

e di un termiifie compkmentario ossia resto espresso da 

A- 



1.2 ... n 



f'-War + W). 



228. CoROLLARio IX. Se per qnalunque valore x^ di orpresa 
ne'limili dentro i quail fx e le sue derivate sono continue^ il ter- 
mine complementario decrcscera indeGnitamente a roisura chc n 
crescera, posto n infipitainente grande, il termjnc complementarip 
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incdesimo riuscrra infiDitamente piccolo, e sara inGnitamente 
remoto dal primo (ermine fx^ , per cui avremo 

A A* A* 



• • • 



cio6 la serie infinita cosi delta del Taylor; la qnale fn gii ditno- 
strata per qualanqae funzione f\X -4- h) nelP ipot^si cbe a; ed A 
Ibssero indeterminate (n. 88). 

Se dopo aver presi gli n primi termini di questa serie si 
volessc stimare V errore E che si commette trascurando i ter- 
mini rimanenli, potremmo ricorrere air espressione del termine 
complementario. Infatti sieno V e F il minimo ed il massimo 
dei valori che riceve la fanzione f*^x ne' limiti ^^ ed o;^ + A 
delta yariabilCy arremo 

• « 

conseguentemenle 

1.2. 3. ..n' 1.2.3. ..n' 

saranno i limiti dentro i qaali trovasi compreso Y errore E. In 
altri termini 



p_^( t/A" FA" \ 

^" vt.2.3..»* 1.2.3.. nA 



229. ScoLio. Una funzione fx cbe per xz=:x^ non diventa in- 
6nita nd immaginaria, si pudsempre considerare oome contiiiaa 
ne'limiti x^e^ x^-^-h dclla variabile, ove per altro A si reputi 
inGnitamente piccola; dnnque sapponendo A inGnitamente piccola, 

1^ L' equazione 

fix^ ^h]— fx^ __ fix -4- eA ) 
~F[x^ -h A) — Fx'^ " E\x -4- eA) 

avra sempre luogo, purcbe i valori \x^ Tx^, non sieno inGniti no 
immaginari. 

2"^ L^ equazione 

F[x^ -f. A) —Fx^ F'"'(x, -h eA) 

avra luogo anch'cssa, somprcchc i valori fx^^Fx^ non sieno in- 
Gniti, ne immaginari , c purch^ Ic derivatc di fx e di Fx sinu 
ail*ordinc n — 1 inclusive , vadano a zero per x = x^. 
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3^ L' equazioDe 

arri laogo se il valore fx^ non sara ioGnito nd immaginario. 
&® L' equazione 

cbe emerge dalla precedente, sussistert^ per x inflnitameDle pic- 
cola, parch6 il valore /D non sia infinilo nd immagiBario. 



XXIIL Le funzioni immaginarie ^'^ . 

230. Pringipio I. Abbiasi Tequazione del seoondo grado 

sari x=::'—\a±:\/[ia* — b). (2) 

Or se avvcrri che sia { a* <[ 6, per esempio 

6zzrja*-f-e, (3) 

dove c > , la (1) diver ra 

jr' -f- fla: 4- J a' -h c = 0, 
ovvero (a? -f- i a)* -4- e = 0; (4) 

c la (2) x = — \a±:\/ --e; 

cio6 le due radici deUa equazlone proposta saranno immagiDa- 
rie; in questo caso per altro non esiste alcun valore di x posi- 
tivo o negativo per il quale la somma delle due qnantit^ (^ + i ^Y 
ed e, necessariameote positlte, possa riescii^ identicamente ngUale 
a zero; duoque le radici immaginaried^UHa equazione dimo$trano 
che quel problema di cui V equazione medesima esprime to Ifoc/tf- 
xione analitica i assurdo. 



(*) Sebbene la teoria delle funzioni immaginarie si (rovi esposia in 
grandissima parte nell' Introdazione al Galcolo, nullameno mll'es«mpio 
di vari distinti aatori d'Elemeoli di Calcolo differenziale , il Gauchy, 
TAb. Moigno, il Navier, il Dahamel, mi 6 sembralo doverla Iradare 
estesaroente a qacsto luogo. 
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231.COROLLAR10. Abbiasi Teqaazione a dueiodeterminatex, y , 

(x-aY^[y-b)' = r'; (5) 

aara y = b±x/{[x — {a — r)][[a'^r) — (c]); (6) 

affinch^ il problema da cui d slata desuota TeqaazioDe (5) doq 
l^ia assurdOt dovranoo le radici espresse dalia formula (6) non es- 
sere immagiaarie; perloch^ dovr& farsi 

j:=J|f (a-4-r,a — r); 

yero 6 che le due radici possooo non riuscire immaginarie anco 
per x<Cia — redar]>a + r, ma quesle due condizioni facendo 
luogo all'assurdo x-^a-^r<^X'ha — r, ovvero -hr<^ — r^ 
80D0 manirestameDte incompatibili fra loro , e non ammissibili. 
Delerminare in quali casi Tespressione analilica della radice 
d'una equazione divenga immaginaria, tuoI dire determinare in 
quail casi la risoluzione del problema cessi di esser possibile. 

232. Principio 11. Sostituiscasi nella proposta che 6 quanto 
dire nella equazione [k) Fespressione — \a±:\/ — e in luogo 
della ar; avremo Tequazione simbolica 

(db^/ — «r + e = 0; (7) 

questa equazione per allro si mutera in una effettiva identita 
quando il quadrato di db \/ — ^^ e si reputi uguale a -— e; infalti ri- 
sulter4-^« + e2^0. Dunque le radici immaginarie godranno co- 
me k radici reaU della proprietd di soddisfare alia equazione , fwrchi 
il qmdraio di±:\/ — e si reputi uguale aUa quanlitd — e poita 
toUo il eegno radicale. 

233. CoROLLiUiio I. Sfa 

x = \/ — e,y=zy/'^i] (8) 

\u virtu del precedente principio, ayremo 

^ qnindt 

ma i ralori (8) danno 

perci6 sart 

\/ — «. V^ — i = =fc y e t. 
Or sembrercbbe che a1 prodolto \/ — e.V — ^ pptessero com- 
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petere i doe ?alori + \/et\ — \/et;il primo di quesli valofri 
deesi peraltro rigettare come contrario al principio stabilito: io- 
fatti 86 fosse 

lacendo e = i avremmo 

\/ — e.\/ — e = 4-ye' oTvero {\/ — e)^=:-\-ti 

mentrech^ ponendo 

\/ — e.\/ — ♦ = — \/ ei 

si oUieoe, per e = *, ( \/ — e )'= — e, come richiede il summeiH 
mentorato principio ; dunqae 

V — e.\/— *t = — \/ei. (9) 

234. COROLLABIO II. Sla 

a?=i=|/e, y = V — 1; (10) 

sarji a?* = e , y' = — 1 , 

e qaindi a? V = — e , x^ = d= \/ — e; 

ma i valori (10) danno 

daoqae V^V — l = =fc\/ — e; 

Don potendosi concedere che sia 

(perchd in tal caso facendo e = 1» risnlterebbe 2 \/ — ii=6 e 
ipiindi V — 1 = 0, (\/— 1)*=0, cio4 Fassurdo — 1 = 0) 
sara 

V — « = V/e\/ — 1. (H) 

235. CoROLLARio III. Sia 

x = x/e, y = i/^i; (12) 

sara «* = e , y* = — f ; 

e qaindi a?y = — et, a:?y = =fcv^ — ei; 

ma dai valori dati (12) si ha 

dunqae \/6\/ — t = dr\/ — ei; 

HDD potendosi concedere che sia 



n 
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\/^ey — t r= — \/ — ci , 

(perche allora facendo t = 1 risuUerebbe y^ e \/ — 1 =1 — \/— e, 
lo che c contrario al Corollario precedente) sara 

\/e\/ — i = \/ — ei. (13) 

236. Corollario IV. Sia 

sara 37' = — «, Sf=r-»; 

x^ e ^ _i_ / * 
eqaindi ^=T' V"^ ^T' 



ma pei valori (!&•] 






dunque -^--^^=±\/ -j; 

or non potendo essere 

(pcrch^ allora facendo c = t si troverebbe v, _- = — 1, 

y'—gzi: — y'— e, 2\/ — e=0, cio6 Tassardo \/ — e = 0) 
sar& 

l^' = ^/4. (15) 

237. Corollario V. Sia 

x=Ve.y=V-r^> (*^) 

sari ar' = c, y' = — 1, 

eqaindi — = — e, — =:irv/ — c, 

ma pei valori (16) — =■/ _ . » 

danqae . _ ^ - =^ ^ v — *' 

non potendo essere 
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— 4-V/ — «. 



V/-1 
(perche in questo caso per e = 1 risulterebbe —^ — r=^\/ — ^ 

e qoindi i^:^\/ — i.\/ — 1 = ( \/ — 1 )*; il chc ^ conCrario al 
principio stabilito al n. 232, sar^ 

^^=-V-e- (17) 

238. CoROLLARio VI. Sia 

a?=V^«» y = \/^i; (18) 

sara a?*=z:e, y* = — ,t 

y\ % y ^ %' 

ma dai Talori (18) si ha 

X \/ e 

danqoe ^^ . z=±:\/ — ^; 

or Don potendo farsi 

V/ — i ^^ t 
(perchi ntCo t = l si troverebbe /_ . =4- y' — e, il ch« 
i contrario al CorolUrio preoedeote) , sara 

4^=-' V/— .. (19) 

239. CoiOLLAKio VII. Sia 

«=i/— «, »=■»/«■; (20) 

coDfleipienleiiienle 

17 
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2M. CoROLLARio VIII. Stabilita la regola (n. 233) mcdianlc 
la quale dee farsi il prodolto dcUe quantiU immagiDarie, sard Ta- 
cile trovare Ic espressioni delle successive potenze di \/ 7- 1 , e 

sara 

{v/-i)' = (\/-i)V-i=-\/-i, 
(v/-i)'=(v/-i)V-i= -^V-U 

da questo punto io poi le sacccssive potenze di \/ ^^ 1 si ripro- 
ducono periodicamente, (alcbd indicaado con p un nnmero di- 
spart, avremo 

Nello sfcsso modo si ottiene 

e COS! di seguito. 

241. Principio III. Sapponiamo che in virtu dl calcoli faUi 
sccondo le regole precedcntemente slabilite, siasi ottenuta Teqaa- 
zione immaginaria 

a-+.6\/— i = c-+-d\/ — 1; 

avremo a — c = — (6 — il)v^ — 1; 

cquindi [a — c)^ = (b-^df{y/ — i)\ 

ovvcro (a — c)* -h (6 — d)* = 0; 

ma i quadrat! (a — c)* , (6 •— d)' sono essenzialmente positivi, per* 
eld Tequazione a-hb\/ — 1 = 04-^^/ — 1 potr* yeriflcarsi 
ncl solo caso in cui abbiasi 

a=zCf b=:d; 
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si pu6 adunqae stabilire cho sussisUndo come risulkilo di calcoli 
legiUimi Pequaxiane inmaginaria a-i-b\/ — l=:CH-dv/ — 1, 
dwranno sutristere in pari tempo le due equazoni a = c , b = d. 

24>2. CoROLLARio 1. Pos(o aduuque che Tcspressione anali- 
tica immaginaria a + ft \/ — 1 risuiti uguale a zero sara a = 0, 
6 = 0. Infatii a?endosi 

a-K»V^ — 1 = 0, 

sari a-hbx/ — 1=0-4-0\/ — l;e quindi in virtu del prin- 
cjpio prccedente a=Oy 6=0. 
In altro modo ; esseodo 

a=— .6v^— 1, 

avremo a' z= 6' ( v^ — 1 )' , 

ovvero a*-+-6' = 0; 

]a qaale equazione, poich^ a* e 6* sono essenzialmente positivi , 
1100 pad sassislere ammenoch^ sia a = 0, 6 = 0. 
2^3. Cqi^ollario it. Abbiansi le due equazioni 

a=:c, 6 = d; 

esse potranno comprendersi in una sola equs^zione immaginaria, 
che sari la seguente 

o4-6\/ — l = c4-dv^ — 1; 

di questa guisa ambedue le equazioni date saranno sempre in es- 
sere,e potranno, quando occorra, separarsi, avendo ricorso al Prin- 
cipio precedente: la qual eosa non potrebbc oltenersi mediante 
r equazione reale a + 6 = c + c(. Da ci6 si raccoglie che una 
equaxione immaginaria e la rappresentazione simbolica di due 
equaxiani fra qtumtitd realL 

Non 6 superfluo il notare che T equazione simbolica risultante 
dalle equazioni reali a = (;,6 = cl, pu6 ben anche scrivcrsi in 
questa guisa ,a — 6\/ — i = c — d\/ — i. 

2M. CoROLLARio III. Poich^ 
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in virtu del i^orollario procedcnle polrcmo porre 
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cosx:±;\/'-isenx = i'-' ^-^ "^ 1 2 3 » ~ ' ' ' 

ovrero, stante il Corollario VIII (n. 240] 

co8a?=h4/— l9ena? = l=fc^ — 51^ i ^^ — i^ — L±: 

1 1. 2. 

1.2.3 "^ i.2.a* ^ ' 

Ci6 posto si osservi che il secondo membro di questa eqaa- 
zioac coinciderebbe colla serie 

^"^ r "^ 172:^1723:"^ 1. 2. s.^"*^-- (^^' 

qaaudo ad x si sostituisse a?\/ — f ; e siccome tal serie, essendo 
lo svilappodeiresponeazialee^, ed 6 rappresentata da qaesto 
esponenziale stesso, percio airche la serie (22} potra essere rap- 
presentata dall'immaginario e-'^"^; non vogliamo gia dire che 
le cspressioDi e**"'^"*,e"'*^"^ si debbano per qaesto considerare 
come quantita esponenziali; esse potranno chiamarsi per esten- 
sione quantity esponenziali, cio6 e^nenxiali immaginarie^ ma 
nuliaaieQO dovranoo considerarsi eome simboli uoicameiite de^ 
stinati a rappreseniaro quelle due serie imoiagiAarie che possono 
sempre etienersi sostitoendo x\/ — 1» — x\/ — 1 ad x nello 
sviluppo di e'. Avremo fraltanio 

g-^V-i — cos jr -f- v^ — 1 sen x, (24) 

e''*>/-^z=coBx — \/ — Isenj;; (25) 

le quail saranno per consegnenza due equazioni simbolichc risul- 
taoti dagli sviluppi di sen a: e cos a? , staote il Principio enun- 
ciate nel Corollario II, n. 243. 

Fraltanio sarA facile dintostrare che le quantita esponenziali 
imaiagiDarie debbono trattarsi nei calcoli secondo le medesimc 
regole proprie del radicali rcali. [nfatti 

^o ^W-^fTs/'i =r(cosx-f- V— 1 sen^r) \Cosj/H-\/— Iscny' 

:-.- COS {x -f- yM- V^ — * s*5n (x-i-y) =r i^-^+»>v^-^ 
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90 w-i . W-. _ CMX4-\/~ l sen a; 

= (cos a? 4- y — 1 sen a;)(cos y — \/ — 1 sen y) 
= cos{a: — y ) -f- V — 1 sen (« — y ) = ^t— »)V-» . 
30 [e«V-tji» ~ [cos a? -f- \/ — 1 sen ar]* 

= (co§aPH-\/— l8ena:)(co8a:H^ — i seii«)(co8a?-f-\/— Isen«).,. 
= cos mx -f- V — 1 sen mx = e**^*"* ; 
dove m si sappone intero e positivo. 

40 [e*V--i]-« = [cos 0? 4- v/ — 1 sen «]-- 

1 1 

[cos x-i- \/ — 1 sena?]* cos wwr -f- v/ — 1 sen mx 

=z COS ma? — \/ sen mjp = e""^"* 

50 [e^-'i]i^=[cosX'{'\/~iseax]^. 

£ poichd, stante il calcolo fatto sopra (3°; , 

[cos x-hx/ — 1 sen a:]*= cos mo; + V— 1 sen iiur , 
potreno inferirne Tequazione seguente 

cosx-h\/ — lsena;= [cos mx -I- \/ — 1 sen mx]* ; 

oyyero, sostituendo — ad rr, 

m 

XX A 

cos hi/ — 1 sen — zrFcosx H- 1/ — 1 sen x] : 

riunque [c*^"*]* = cos h 1/ — 1 sen — == e ^v'-t^ 

Or se dale due quantrti esponenziati immaginarie, la molti- 
plicazfone si fa sommando gli esponentit'Ia divisione sottraendo 
dair esponcnte del dividendo quello del divisore, e se la potenza 
m"** di un^esponenziale, la radice m"^ di esso, si oUieiie nolti- 
plicando o dividendo per mFesponente, concluderemo cbei cal- 
coll dclle qaanlil^ esponenziali immaginarie debbono farsi 
secondo le medesime regole proprie degli esponenziali reali. S'in- 
ferisce da cio che ie proprieta degli esponenti sono Ic stesse e 
per gli esponenti. reali c per gli esponenti immaginarj. 
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245. CoROLLARio IV. La conclusionc precedeate ci autorizza 
a considerareresponoate d'aqa quantita esponeoziale immaginaria 
come il logaritmo di quesla quaotila; infatti le proprieUi dei 
logaritmi riposano sulla proprieUi degli esponenti; se adanque 
le proprielik degli csponcqti aono Ic stesse e per gli esponeoti 
reali e per gli espoDenti immaginarj, ci6 tuoI dire cljie le pro- 
priety de' logarilmi reali sussislono ancora pei logaritmi imma- 
ginari. Per qoeste considerazioQi e per le equazioni (24) e (25) 
d manifesto cbe gli esponenti x\/ — 1, -^x^ — ^.1 si debbono 
coosidcrar^; come i logaritmi natarali delle quantita immagi- 
narie cos a? -f- y — 1 sen or, cos a? — \/ — 1 sen a?; adanque 

±x\/ — 1 = l(cos a? =fc \/ — 1 sen d?) ; (26) 

cquazione simbolica cbe dee riputarsi come una trasformazione 
delle equazioni (24) e (25) voluta dalle proprieta comuni agli 
esponenti reali ed agli esponenti immaginarj. 

246. Phincipio IV. Pongasi 1' equazionc 

a4-/3v/ — l=z:ft(cos^4-V^ — Isen/) . (27) 

nella quale il* si vuole cbe rappresenti una quantita positiva c 
I un arco reale; 6 cbiaro cbe Tespressione k (cos t + y/ — 1 sen t) 
rioscira tale da potersi sostitnire alia espressiope a + ^ V — 1 
quando ft c / vengano determinate in modo da soddisfare alle 
equazioni 

a=:ibcosl, = ftsen/. (28) 

Or cio si oKcrra facendo 



*=z-V/a«-f-0% <29) 

c cos / rr: , scn i = — — --, (30^ 

oy vero < = ar tang - . 

247. ScoLio I. Sia r il piu piccolo valorc assoluto deirarco che 
ha per tangentc - ; r sari comprcso fra I tt c — ^ tt, cd avremo 

tang T = - , 
scn T fi 

0\ vero rr: - . 

cos T « 
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ovYcro 






COS T sen r . 




e 4pindi 












co«'t 


8en*T 

0* 


sen*T-4-cos*t 


1 


e per conseguenza 










COST 


senr , 1 





(31) 



a Va*-f-^' 

ma il coseno deirarco t dod pu6 essere chc una quantity po- 
sittva; dunqae 

1® Sc a sari positiya , avremo 

cos T _^ sen T 1 



P ^a*-hP' 



a j3 

COS T = _ i , sen T = 



c conseguentemente 

cos t = cos T, sen t = Benr; 
dimanieracM il valore generale di I saii 

l = Tdb2llfl', 

n essendo un nmnero intoo positiTO qualanque. Si pa6 pure 
osaenrare che in qnesto caso risalendo alia eqaazione (27) ol- 
terrano 

« -+- \/ — i = * (cos T -f- v^ — 1 sen t) . (32) 

2° Se a sarJi negativa, aTremo 

COST senr 1 





A /3 


^a*-h 


W 


mft r 


a 


senrcz: — 


P 


lA^O 1 


v/«»+/a»' 


l/«* + ^« 


e quindi 










006l=— COST, 


8en/== — 


•senr; 


oQd' ^ che il yalore generale di i sari 






l = Td=(2 


»4-l)ir; 
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risaleado alia equazioiie (27) avremo io qaesto caso 

<* -H /^ v^ — 1 = — k ( cos T -f- v' — 1 sen T ). (33) 

^kS. ScoLio II. Dei dae faUori ke cost +\/-^ 1 sea I del pro- 
dotlo in cui si trasforma Tespressione immaginaria a + J^y/ — 1 il 
primo dicesi modulo della espressione medesima, TaUro eipres" 
stone ridotia. Dne espressioni immaginarie le quali differiscono 
Tra loro per il segno del coetBciente di \/ — 1 si dioono immagi- 
narie coniugtUe; tali sono a^-^V' — 1,« — jS\/ — 1. 

Facciasi )d = 0; T espressione immaginaria « + jS v^ — 1 si 
ridurrii alia qaantiUi reale a; questa ^ la ragione per cui diciamo 
che le quantiU reali sono an caso particolare delle qoanUii im- 
maginarie. 

2i9. CoROLLAKio I. L'eqoazione (27) combinata oolla (34) ci ik 

OTfcrO «4-0v^_l =^ «« + /a»c^- '•'*-«; (3*) 

e poich^ in virtu della equazione (96) abbiamo 

» + ^y^_l = |[e«(oosi9-hv^ — Isen/a)] (85) 

250, CotOLUUO IlXa ridozionedell'Immaginario a+lH/~^ 
alia ftMrm«i(G0Sl+\/-^l8enl)cimettem istato di fiure salle 
espressioni immaginarie qnalnnque operazione analitica in an 
modo molto spedito e semplice. Notisi che ana operazione che 
debba farsi con quantity immaginarie s'intende compiata tosto 
etA il risoltato di essa d ridotto alia forma m + m \/ <— 1. 

1® MoUipUeaxUme. 

(a+ H/— *) {«iH-*i V^~l)=**i(co«x-fV— i«ciM?){co«flc,-fV— 1 sen*,) 

= W, [co8(flf-|-ar,)^-\/ — l8en(«-t-a?|)]; 
in generale 

(a-f- A\/ — t) (ai -H *| V^ — I) (a,4-6, v' — 1). . .= 
= kik, Jk, ...X [cos (« -|-#,-f- «, -4- .^) -I- V ~1 8en(« H-flCj-t- «,-4- •..)] 
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3^ Dimime. 

a H- b\/ — 1 k (cos a? -f- \/ ■" 1 sen a r) 

^1 "+■ *i V — * *i (<5os a?, -4- \/ — 1 sen «,) 

k (cos g H- V — 1 sen g) (cos x^ — \/ — 1 sen a?J 

*, (co8fl?, + \/ — lsenap,){co8ap, — \/ — Isena?,) 

= -T- [ cos (a? — a:, ) 4- \/ — 1 sen ( a: — J?, ) ] . 

3^ PoUnu. 

(a4-ft\/ — ir = (a + 6\/ — l)(a-+-ftv' — 4)(«-*-*\/- !)•••; 
donque facendo nella formiila della moltiplicazione 

avremo 

(a+Jv' — l)* = lk"'(co8a?H-\/ — Isena?)* 
= *"• (cos ma? -f- \/ — 1 sen ««)• 
£ da notare che per ft =: 1 si tio?a 
(cos a: H- v/ — 1 sen a:)* = cos ma? H- -\/ — 1 sen ma:. 
Mediante nn calcolo analogo al precedente otterremo ancora 

(cofi«— V -" 1 ^^ xjr= cos ma; — \/— 1 sen ma?; 
cosicchA rinnendo i dne risnltati, sarik 

(co8x±\/ — 1 sen a^j^^s cos ma; de\/—l sen mar, (47) 

la quale eqnazione A nota sotto il nome di Teorema del Mmre, 
Si osserri che 

_ 1 1 

I -1-V"" ; (co&r-hV— 1 sen a?)* cosma;-fV' 1 sen ma? 

moltiplicando i dae termini dell' nltima di queste frazioni per 
cos mo? — \/ — i sen ma?, ayremo 

(cos a?+ v/ — * sen a?)"'*= cos (—ma?) -+- v^— 1 sen (—ma;) ; 

donde si raccoglie che il teorema del Moirre pud estendersi an- 
che al caso delF esponente m negatiyo. 
Dimanierachft sarit 

18 



138 1L GALCOLO DIFFERBNZIALK 

1 



(a4-6V — 1)"^= 



{a-+-6V-ir 



= tin ; — 3 ^ = k""* (cos x-hV — 1 sen a? )~* 

= *"* [cos (— ma?) 4- \/ — * ^"^ (-" «»*)]• 

251. CoROLLARio III. Pongasi nella formula (47) 2fiir in 
laogo di mXf sari 

senf}up=:sen2n7r=;0y oosma?=:co8Sbiir = l, 
(cos--^=fc\/ — Isen — ) =co82nirdb\/-— Ispn2n7r = l 

(1) =cos — -zb^—l sen — . = ( COS — -fV— * sen— j ; W^ 

!!• Ill ^ m • Wl' 



(l)* = e="-^V-.. 



4>1*K 



DiguisacM ^Mtndo n = 0, = 1, = 2, . . . . oUerremo 
cosOsry^ — lsenO=rl 

V - . , — r 

m V m ^ m/ 






coB-±V_laen- = (c<«---*-V-l8«,?)- 



m \ TO *" /»/ 



Se af remo m dispari protrarremo questa operazione sioo ad 
nr=}(m— 1), per cni I'oltimo risultoto sari 

cos --—drv^-isen— jjj = (cos ^^nZ-lsen - J , » 

Se avremo m pari continueremo Toperazione medesima sino ad 
fi = |m; allora T ultimo risuluto sari 

C08ir±\/ — IsCDTTiz: — 1; 

cosl nelFuDO e nell'altro caso avremo m valori, i quali saranno 
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tulti diyersi fra loro; iofatti gli archi 

^ 2ir iTT (m — l]w mv 

^ m m m m ' 

Don saperando v avraniA coseni dirersi. £ superfluo che si dieno 
ad n Talori maggiori di |(m — 1) nel caso di n dispari, e 
maggiori di |m nel caso di n pari, perchS i valori che ne risul- 
terebbero per Fespressione analitica [hS) sarebbero identici ai va- 
lori f^k ottenuii. In&tti, sappooendo m dispari, si faccia 

n=:J(m — l) + » = }m + {{2i— 1); 

il Yalore che acqaistera Tespressione (48) sarii 

( (21— l)7r\ , . / (2t — 1)»\ 

il quale 6 appanto il ?alore che acquista Fespressione (i8) per 
n = }(m-l)-(i-l) = Jm-f{2i-l). 

Supponendo poi m pari, si faccia n=i\ m + •; il valore che acqai- 
stera Fespressione (48) sara 

cos(ffH — ^jdry — 1 sea(7r+ ~) = 

il quale 6 identico al Yalore delFespressione (48) per n =r|m — t. 
Emeirgono da ci6 le proposizioni segneoti. 
1' Ponendo 

a = cos — h V — * sen — » 

ad ottenere tuUe le radici del grado m delFoniti, basterA pren- 
dere m termini consecntivi della progressione geometrica 

la quale si suppone indeflnitamente prolungata a deslra ed a sini- 
stra; prendendo i termini 1 , a*, a', ... • a*"*, avremo 

(1)^ = 1, = «*, = «», . . .=«— * 
T La somma delle r^ potenze dclle m radici sara nulla o 
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ugaale ad m secondoch^ m sara maltiplo o non multiplo di r. 
Infatti 



1 4- a'' -j- a**" -h a*' 4- . . . opt^-^J'rz 



♦ ' — a*" — 1 ' 



or poichd «'• = («*)'' = 1, sart a~ — 1 = 0, e perci6 

ove per altro Don sia rz=amj cM non sia zero il denominabx^ 
a*^ — 1 ; qoando poi sarA r = am^ allora ayremo 

l + («74-(«T + K)' • . .+(«T"* = w. 
Non d necessario che r sia positira ; se fosse negativa avremmo 

a"*** == -f 9 ed indicando con am il maltiplo di m piu prossimo ad r, 

ft 

X Ml J — r 1 ^ Ml— r 

sar& a*"=l, a *^ = -=. = — ^.rzra^* '; 

cosicchd potremmo sostitaire alia potenza negativa a'**^ la posi- 
tiva a**^^ 

3° Se r ed 5 saranno dae numeri interi positivi o negatiri^ 
e sar& r — s <[ m, doyranno a*", a' essere dne radici m"^ disugoali 
ddl'anitii; infatti 

ed essendo r--8<^m non potri essere a*"" ngaale all'unitA, cioc 
non potrft la differenza 1 — a ""'' essere zero, e perci6 »'' non 
sarft egnale ad a\ 

V Poich^, It essendo on intero qoalanqae, 

(1) « = [{!)*]' 
=[ cos — ±1/ — Isen ] =cos^- dri/ — Isen'^ , 

e (cos^- =b v/ — lsen?:-53) =cos p.2n7r ±: \/ — 1 senp.2nr 

= (cos 2nir =fc v/ — i sen 211^)" =: (1)'' .- 1 , 
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«ar4 Qi)ij«_i^ eiiuindi(l)- = {l)*; 

^ i 

doDqae i valori di (l)*coincidono co'Talori gii troYati di (1) . 

Dalla equazione 

risulta [(!")]'= [(in*. 

-£ 1 
5"Poich6(l) = 5 o- 

m '^ III 

p.2nir - . p.2n7r ,-» 
= cos^- =Fv — Isen^^^ =(1) * 

segae che (1) " * = (1) 5 

dunque anco i yalori di (1) ^ coincidono co'Talori di (1)**. 

Dalla equazione (i) "" « = (1) , 
faceodo p = I9 risulta 

(1)-* = (1)^. 
2S2. CoROLLARio IV. Pongasi nella formula (VI) (n. 250] 
(2n + 1 ) TT in Inogo di mar, sar& 

sen (2n-f-l) 7r = 0, cos (2in-l)7r = — 1; 

(cos iB!i±lL^ ± v/ - 1 sea i?l±lL-)- 

= COS (2n + 1) TT db \/ — 1 sen (2n + 1) TT = — 1; 

, -/ (2iH-l)ff . . - ^(2fH-l)7r 
( — 1) =cos- i— dzv/ — Isen^' ^ 

= ( COS - -h 1/ — 1 sen - 1 (w) 

V III in/ 

Perlocbdfacendo n = 0,=:ly =:2y . . • avremo 
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COS — db\/ — Isen — =:lco6 — hv — Isen — J 
COS — ±v— Isen — = lcos h v — isea — I 

COS — ibv — Isen — =:lcos — hi/ — Isen — j 



Or se m sart dispari continueremo siffatta operazione sino ad 
n = |(m — 1); 1' ultimo risultato sarA 

Se poi ffi sarii pari spingeremo Foperazione medesima sino ad 
nrr^m — l = |(m — 3)»ed allora V ultimo risultato sara 

(m — l)fr . , - (m— i)7r f '^ , . t\*"^*> 
cos * i- ± i/ — 1 sen^ L. =z(co8 — Hi/— Isen —) 

cosl in ambedue i casi avremo m ralori i quali saranno tutti 

TT Sir Stt {ffi Wit mir 

diversifraloro,percb6ffliarchi — , — , — ,.,,-i -$ — , 

nm superando tt, avranno i loro coseni diyersi. Potrebbe poi 
difflostrarsi come abbiamo fatto di sopra che per n^|(m — 1) 
nel caso di m dispari, e per n ]> f (m — 3) nel caso di m pari si 
ritrovano i ?alori stessi ottennti pern <i (m— 1] ed n< ^ (m— 3). 

Da ci6 emergono frattanto le seguenti proposizioni. 

V Ponendo 

6 = cos h i/ — 1 sen— , 

ad ottenere tntte le radici del grado m delFunitA bastera pren- 
dere m lermini consecutiyi della progressione geometrica 

la quale si suppone indefinitamente prolungata a destra ed a 
sinistra; prendendo i termini 1> 6% 6', 6% . . . 6'"*~\ avremo 

(— i)*=i,=e*,= e% • . .=:«•—*. 

3° Nella serie 

el tt A* A^ a>"» 
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i termiiii di posCo pari soiio le radict della eqaazione :r*^ — 1 = , 
ciod le radici della oniU positiva, meatre i termini di posto di- 
span 8ono le radici della eqaazione a?** + 1 = 0, che ^ quanto 
dire le radici deirunit^ negativa: infalti 

3f* Quando m 6 dispari le radici della equazione a?* + 1 = 6 
sono uguali aUe radici della eqaazione x*" — 1 = e dl segno 
contrario; inratti Tequaziond a;"" + 1 = sostiluendo — x ad op 
si mala nella eqaazione a;* — ^ 1 = 0. 

k^ PoicW { — i)^ = (( — !)*/ 

=lcosi — ^ d=v/ — isen* — f \ 
^ in in / 

m '^ m 

e siccome 

(cosPd^Ltllr ± «/ _ 1 s^M^-^^)A' 

^ m ^ m / 

= cos [p. (Sin-f- l)w] db v/ — 1 sen [p. (2n + l)ir] = 
[cos(2n4-l)ir=fc:v/ — lsen(2n-+-l)7r]'=:(— l)' = 3bl, 

sari (( — l)^)* = zfcl, e qaindi (— !)•=: (db 1) -; 

danqae i valori di ( — 1 ) "^ coincidono coi yalori gM trovati di 

(1)^ nel caso di p pari , e coi yalori di ( — 1 ) ^ nel case di p 
dispari; danqoe se p sar& pari, ayremo 



(-1)«=1, = «*,=:*%. ..=*«-'; 

se p sarik dispari, ayremo 



Dalla equazione (— 1) •* = ( =fc 1 ) , 
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nella quale ha luogo il ■+• o il— secondocM p d pari o dispari, 
risulta cbe 

5" Poichi 

-4 1 



f-*^ - ^Pj^!t±l}l±^^iseatl^^^ 



e perci6 



cos -^ y ^ 



(-1) •={-!) =(±1) 



I 
9 



neUa quale equazione avr& luogo il + se |» sarft pari, il — sep 
8ar& dispari; ayremo adunque, ove p sia pari , 

"• 4 1 ■•""* 

(—1) =zi, = a\ = a, . . . =a , 

ed oye p sia dispari 

(—1) " =:i,=fl»,=e*, . . . =e»— *. 

-J? -1 

L'equazione ( — 1} =(d=l) , , 

d& (-1) " = ((-!)') ". 

Facendo p= 1, ayremo 

6® Riunendo le formule mediante le quali si determinano i 
yalori delle espressioni 

(I)*, (if, (1) "■",(-.1)'', (-!)•, (-1) •, 
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si pad stabilire che indicando con a una quantita posiiiva o ne- 
gativa, intera o fratta, sara 

(1)* z= cos 2fia7r ± y/ — 1 sen ^nan, 

(— 1)"= cofl(2n H- l)an db y — 1 sen (2n •+• 1) arr. 

253. CoROLLARio y. Frattanto sar^ facile esprimere la radice 
del grado dbm d'una quantiUi immaginaria a+6\/ — i; 
poniamo 

[a-^b^/ — i)** = [*(co8 X -f- \/— 1 sen x)]* =*(cos y 4- \/—i seny), 

e prendiamo a determinare ^ ed y. A tale uopo si osservi che 
*(co8XH-\/— lseiu?)=:A*'(co8y-f-v/ — lseny)*=:A"(cosmy-f-v'— Iseniny), 

ragione per cui sarA 

k = A*^, cos^ = cosfny, sen x = sen my; 

alle qnali eqnazioni potremo soddisfare facendo 
h = k , my =:a:=fc2n7r, y = - 



m 
dove n rappresenta un numero intero qualunque; aTremo pcrci6 

(a 4- 6 v/ — 1 )^= [h{cos a: -f- a/ — 1 sen ar)]** 



.1 / x±:^mr . , . a:=4=2n7r\ 

= hr I cos h V — ^^^ J 

^ m ^ m / 

=:A*(cos h V — Isen — Jlcos — -rfci/ — Isen — ); 

\ m ^ m/V m ^ m J' 

(a + 6V-l)* = *^(cos^4-V/-lsen-J)(ir. 
Di qui si deducono Ic seguenti formule. 



1 



[*(cos « + V — 1 sen x)]^ A'^(cos ^H- v/ — 1 sen -^jil)" 



(« + 6v^~ir" = *-*(co8^-v/~lscn^)(l)""; 



m m 

19 
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c poicM (n. 251. 4°) (1)« = cos?^ ± V — 1 aea?^ , 
per coDseguenza arremo la formula seguente; 



3» 



(« + * 1/ - 1)-*= - 



ovvero 

Orj co8j?(a?d=2tMg) . ^ ^^ p(gzb2na?) 

m ^ m 

f P^ /A 9^\( P«2ffcr y . p.2nx\ 
= (cos^-- — \/ — Isen^— Ifcos^- =1:1/ — Isen^- 1; 

e polch^ (n. 251. 5^) (1 - = oos^^=^^=fv/ — Isen?^ » 

avremo pure 

25&. Principio V. Poich^ 



XXX 



\[i^x)=\~-^^-.... (50) 



ar' a?* V 



oltraccio abbiamo 



X X^ X* 



arlaDg«= ? — -5--T--F- — • • •> ^^^) 
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danqae in virtu del Principio III (n. 241), avremo 
Jl(l-f-a?')4-\/ — lartanga;=:-^ — ^-h—^— . . ., 



iX X X \ , , 



Ci6 posto si osser?i che il secondo inembro di questaequazione, 
il quale pu6 trasformarsi nella espressione seguente 

— i 2 ^ ' 3 \ h...,P^) 

coinciderebbe colla serie 

XXX X /IfQN 

1 ~2""^T~T'^' '• (^^' 

quando la x si cambiasse in fl?\/ — 1; e siccome ial serie, es- 
sendo lo sviluppo del logaritmo naturale di 1 + op, d rappresen- 
tata da 1(1 + ^), perci6 anche la serie (52) potra rappresentarsi 
col simbolo 1(1 + a? \/ — 1); diciamo stn^lo^ perchd questa 
espressione designando una operazione impossfbile, non pu6 sti- 
marsi altra cosa: essa d una espressione cooipendiosa destinata 
a rappresentare la serie immaginaria che risulta dallo sviluppo 
del logaritmo iperbolico dclla quantity reale i-i-x sostituendo 
x\/ — 1 ad X. 

Avremo frattanto 

l(l-f-a?\/ — l)=Jl(l + a:')4-\/ — lartangar. (54) 
Ncllo stesso modo otterremo 

1(1— a?V^ — l) = il(l + a:')-\/ — lartanga?. (55) 

255. CoROiXARio 1. Bi qui ponendo - in luogo di x ricave- 

remol(adb6V — *) = * V'f**^- *')=*= V — lartang^, (56) 

equazione simbolica la quale sussiste in virtu delle equazio< 
ni (50) e (51), e del Principio III (n. 241). 

Facendo y^ (a* + 6') = * , ar tang - = « , (57) 

I'eqaazione (56) si cambia nella seguente 

l(a±6v/ — l) = lft±MV/ — 1. (S8) 
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256. CoROLLARio U. Poichc 

(a -+- 6 1/ ^ 1 ) "••*■•» "^-^ 2: e (••+"V-i) ica+ftV-* » 

g mlk—nu +( Hi* •♦•■»««)%/—' 

avremo [n. 2S0 eq. (47)] 

257. CoROLLARio III. Facendo 6 = risalter^ fc = a, ti = 0; 
quindi la (59) si muter^ nella seguente 

^«4-nV-i := g •»!• (cosnla h- ^ — 1 sennla ). (60) 

258. Principio VI. Poich6 

*"=*=*=i-^T2=^ 1:2:3 -^iA3S*-' <•*' 
sari €;tf: = i^^^^^^,,., (62) 

C "™" V iC SO X 



2 ""1"^ 0:3 "^1.2.3.4.5 "^- • •• ^*'^ 

or si osservi che il secondo membro della equaziooe (62) ed il 
secondo della (40) , i quali si trasformano nelle doe serie seguenti 

1.2 ^ 1.2.3.4 ^ > 

1 ( xv^i («v^-i)' , (gy-t)' X 

V^Ti V 1 1.2.3 "^ 1.2.3.4.5 /' ^ ' 

coinciderebbero colle due serie qui appresso 



V 



iTiCi-ilj-^ 1^X5 ""•••)• (*^ 



ore si sostituisse a V' — ^ ^d x; e siccome le due serie (66) e (67) 
$0D0 respeUiTameote rappresentate da 

sen a; 
tmx e —. — 3 



IL CALCOLO DIFPBEENZIALE 149 

percid anco le serie (6i) e (65) potranno essere respeiiiyamente 
rappresentate dai simboli 

, . sen a: v/ — 1 

cos a: V — 1 e — /"ZTl — ' 

tali espressioni designando operazioni impossibili non altro sono 
che simboli, i qaali giovano a rappreseotare in modo compen- 
dioso le dae serie immaginarie che si ottengono sostituendo 
X V — 1 ad j; nello sviluppo del coseno e del seno deir arco 
reale x. Ayremo adunqne 

co8a?\/-^= 2^ ^^' sena?V— 1 = ^-^=^\/ — i. (69) 

259. Ck)ROLLARio. PoDgasi per breviU 

CO* 6 y — 1 = If , sen 6 v^ — 1 = iV; 

aTremo 

senacos6\/ — 1= Jf sen a, cos a sen 6\/ — l = JVcosa, 

COS a cos 6 \/ — 1 = ilf cos a , sen a sen 6 V — 1 := j¥ sen a ; 

eqoindi 

sen a cos 6 \/ -^ 1 + cos a sen 6 \/ — 1 == jtf sen a + iV cos a, (70) 

cos a cos 6 \/ — 1 — sen asen6\/ — l=:ilfcosa~i^sena. (71) 

Ora il primo membro ddla equazione (70) ed il primo 
delta (71) coinciderebbero respeltivamente colle espressioni 

sen acos6 + cosasen6, 
cos a cos 6 — sen a sen h , 

o?e si ponesse h\/ — lin Inogo dell'arco reale fr; ma qneste 
espressioni sono respeltivamente rappresenlate da sen (a + b)> 
cos (a + 6), dunqaeancoil primo membro della equazione (70), 
ed il primo della (71) potranno ancb^esse respettivamente rap- 
presentarsi coi simboli sen (a + i V — ^) e cos (a + 6 \/ — 1); 
arremo adunque le due equazioni simboliche seguenti 



scn(a-f-6\/ — 1)= — ^ — scnan g — \/— Icosa, (72) 

cos(a-+-6\/ — 1)= — 5 — cosa 5 — V— Isena. (73) 
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260. ScoLio. Dalle eqaazioni (24) e (25) (n. 2U) abbiamo 

cosx=^ ^ ,{n) 8enx= — ^xZ — i — '^^^ 

dalle quali si ricaverebbero le formule (68) e (69) sol che la x si 
cambiasse in a: \/ — 1 ; danqac le formule (68) e (69) son yere 
e per I'arco reale x^ e per Tarco immaginario x\/'—i. 

261. Pringipio VII. Abbiasi la fanzione immaginaria 

u=z<^-\-^xy — 1; (76) 

supponendo che la a: si accresca del la quantiU A^, e che il cor- 
rispondenle accrescimento della u sia Au , arremo 

M4-AM = 9(a:4- Ajj) -h ? (fl? -f- Aa:)\/ — 1; 

e quindi 

Au 9 (a:H- Aa?) — <px g(a?-|- Aa?) — ggg 

Ai""" AS ^ Ax V— l; 

or passando ai limiti risoltera 

u' = (p'x'hJi'x\/—i; (77) 

moltiplicando per dx 

t^dx = p'xdx'hl;xdx\/ — 1, 

ovvepo du = dtpx -f- d^x \/ — 1 ; (78) 

le equazioni (77) e (78) ove si confronlino coUa proposta (76) di- 
mostrano che la derivata ed il differenzialed^una fumione immagi- 
naria 9i ottengono in quella guisa medesima che si otterrebbero se 
qtiesta funzione fosse reale ^ e consider ando \/ — 1 come un coef- 
ficienie coslante. 

262. CoROLLARio I. Da ci6 risulta ancora che le derivate de- 
gli ordini superior! della funzione immaginaria (f^-h^x \/ — 1 
sono le seguenti; 

f^'z=((>'"x-hl^'x\/—i, 

. • • . 
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e i differenziali saraono 



• • • • 



(Tu = d"<}>a: + <r|x v' — 1. 
263. CoROLLARio II. Poicbd 

in ?irtu del Principio III (n. Si-l), avremo 

(f>{x-\-h)'h^{x-hh)\/ — i = 
h. fc' A* 



oTvero 



<I) (x + A) + 5 (ar -I- A) -v/ — 1 = 
?«c H- 5a? V — * 

^{^"x + rxv'-l) 



• • • • 



^* (^^"^ (:r -+- 6h) -h J;^' (x + dh)\/ — 1); 



1.2,. .n 



da ci6 si raccoglie che il Principio III ci aatorizza a sTiluppare 
qualonque fanziooe immaginaria f>(d? + A) + $(^-f*A)\/ — 1 
alia maniera di una funzione reale,Talendoci della formula sta- 
bilita al n. 227. 

264. ScoLio. Proscindendo dal termine complementario, pu6 



152 IL CALCOLO DIFFERENZIALE 

il secondo membro della precedenle eqaazione esprimersi in que* 
sta gaisa 

siffatta cspressione indeflnita non e altro che la serie in cai si 
sviluppa lo stato variato della fanzione u, quale ci vien data dal 
Teorema del Taylor; il Teorema del Taylor pu6 adunque usarsi 
anco per lo sviluppo in serie delle funzioni immaginarie. 



LIBRO SECONDO 



6U USI ANAUTia B OBOUTRia 
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/. Dei valori vert delle guantit4 che si presentano 
sotto certe forme indeterminate. 



26&. Tborbha L J I volar vero del rapporlo di due fiammi 
tx,¥x^ehe per x = Xo prende b /bnm indeiermmaio {, coiiicicfe 
eol wUore del rafporlo di f '''x mi F'^x; euppasio ehe P"^> F'^'x 
eieno le prime due dericaie ditxedVxehe fumdibmUanonuUead 
UH leinpo per x =: Xq. 

Qaalonque sia la natnra delle fiincioBi fx^ Fx aTremo 

F(a?o-hA)^F">(a?o-+-e*)' 

infatti questa equazione ha sempre laogo per h infinitamente 
piccola, qaando le foozioDi fx^ Fx e le loro saccessire deri- 
tate sioo aH'ordioe n — 1 inclusiye vanDO a zero per xrzzx^^ 
(iL 229. 2*^) : sapponeodo adunqae che h cooyerga Terso lo zero, 
r eqaazione dei limiti sar& 

80 
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cbe 6 quanto dire 



M-pr^. • (1) 






come do?evasi dimostrare. 

266. CoROLLARio I. Se delle dae quantity f'^^P^'^^ solo 
la prima fosse nulla, il valor vero del rapporto di fx^ ad Fx^^ sa- 
rebbe zero ; se fosse nalla la seconda, il valor yero del rapporto 
stesso sarebbe infinito. 

267.C0R0LLARI0 11. Se ledue derivate che dod vannoa zero 
nello stesso tempo fossero appunto le dae derivate prime, ayrem- 
mo n = 1 , cio6 



Efx __Q fx 
Fx~^\ Px' 



(2) 



268. ScoLio. Le deriyate di fx^ Fx non potrebbero Cntte per 
x = x^^ risultare uguali a zero, percbd in tal caso avremmo 
f[x^ + A) = 0, F{x^ -4- A) = 0, h essendo qaalanqae , cio6 fx ed 
Fx non varierebbero al variare della x (n. 89); in altri termini 
non sarebbero fanzioni della x (n. 4), assurdo evidente. 

269. Teoreva II. II v(Uar vera del rapporto di due funxioni fx , 
Fx, che per x = iiQprende la forma indetemUnata ^y coincide col 
valore del rapporto di r">x ad W^jl; eupposto che P^x, F^'^x sieno 
le prime due derivate di fx ed Fx che non diventano nuMd ne tn/E- 
niteadun tempo per x = x^. 

Si osseryi cbe 

J_ 
fx Fx . 

Fx^ J_' 
fx 

or se per a;=:aro le fanzioni fx, Fx diventano inflnite, le fan- 

1 1 
zioni y- , J- per il medesimo valore della variabile, divente- 

ranno nalle; danque (n. 265) 



1L CALCOLO DIFPeRBNZIALE 
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Fx [fxY . 
fx(Fx)*' 



«=«0 



OYvero (n. ^) 




^Dsegu^temente 



lb""! Fx\ Fx} fx ' 
1« L!rf2 L*=^o L!rls 



(3) 



doDde si raccoglie che il rapporto di dae fuDcioni fx^ Fx. che 
per x = x^ prende la forma ^ coiocide col yalore che per 

xz=x^ riceve il rapporto di fx ad Fx. 

Or se le derivate fXf Fxfer x = x^ dif eateranno anch'esse 
infinite, e k) stesso avTerri per tutte le deriyate susseguenti di 
queste ftuuioni sino air ordine n — 1 inclnsiyamente, avremo 



e qaindi 




w 



come doveyasi dimostrare. 

270. ScoLio 1. Se le derivate delle funzioni fx^ Fxper x = x^ 
diyentassero tutte infinite, per troyare il yalor yero del rapporto 
di fx^ ad Fx^f non potremmo yalerci della regola precedente; in 
lal caso sostituiremo d?^ + A ad a?, faremo le occorrenti trasfor- 
mazioni, quindi passeremo al limite ponendo A = 0. 

271. ScoLio IL Poichd il yalore x^ di x abbiamo sapposto es- 
sere nn yalore particolare qualunque della x 6 manifesto che quel 
yalore potr^ essergrande quanto vuolsi;percoDseguenzaIere- 
goleprecedenti si applicano anche al caso in cui sia a; = qo : ma 
ci6 pud anche dimostrarsi nel seguente modo. 
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Supponiamo che per rt = oo le fiiiuioni /x, Fx diYeoUno am- 
bedue nolle o in6nite; bcendo x = - avremo le fiinzioni f y-^ , 

F (-) , le qoali diverranno anch' esse tmbedue nnlle o infioite 
per 2 = 0; talch^ sar^ (n. 265 e 269) 




o??ero 



I Fx~\ Ti' 



come doverasi dimostrare. ' 

27S. SG(M.to III. Abbiasi il prodotto 

fx.Fx; 

e sapponiamo cbe per d? = o?^ risolti 

/5r^ = =fcQ0 ,F«^ = 0, 

oppure fx^zzzOf Fa?^ = dEdo ; 

il prodotto propodto prenderi la forma indeterminata X ^ ; ^i 
tratta di troTame il yalore ?ero. Pongasi a (ale uopo ridentitii 

fx.Fx ae -p ; 

W 

i maniCesto che per a? = x^ il secondo membro di essa prenderi 
la forma g oppure :±: ^ ; in ambedae i casi in TirtA dei Teoremi I 

e n dimostrati precedentemente (n. S65 e 269), sark 




f,= _e im 






(5) 



!2 

273. ScoLio IV. Abbiasi la fonzione esponenziale 

Fx^'\ 
sari lFa/' = /aplF». 
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Qra se facendo x=:x^ risulteri 

oppure f^o = ^9 Far^ = a> , lFir^ = oo , 

ofinalmente /a?^ = 0, fa?^ = 0, lFx^=: — oo , 

la funzione proposta prenderft saccessivamente le forme indeter- 
minately, 0^ , 0*^; in ciascuno di questi trecasi il yalor verodel 
- prodotlo fx 1 Fx sar& dato dalla formula (5) n. 272 , ed ayremo 

1F^* = -P^^^- (6) 




fx. Fx ' 



troYato in tal goisa il rero yalore del prodotto fxlFx^ si trover^ 
immediatamente il valor vero della funzione Fa/^. 
274. Scouo V. Abbiasi finalmente la differenza 

fx — Fx^ 

e sapponiamo cbe per x =: a?^ risalti 

/!», = oo , Fx^=<x> ; 

la differenza proposta prenderi la forma indeterminata oo — x . 
Per trovare in tal caso il valor vero della differenza medeiima 
si trasformino le funzioni fx , Fx in modo che abbiasi 

fx = -^ • Fx = T— y 

' px ^fx 

fXf ^x essendo dae funzioni capaci di diventar nolle per ^ = a^; 
risolteri 

fx — rJ: = T— = — i y 

' px ^fx ^fxpx 

e quindi stante il Teorema I (n. 265) 

l*='o 1!=!? 

EsBMPio I. Abbiasi la frazione 

che prende la forma g per x = 1. Sara 
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fp 1 — (n- 



Inratti la firazioDe proposta rappresenta la somma dei termiai 
della progressione 

a? -ha?' -ha?'... -+-«", (9) 

il cui valore per x = i^ n. 

EsEMPio II. Sia data la funziooe 

la quale si riduce a g per a; := 1. Sarii 

_(> 1 — (nH-l)a!'H-nx-*-' 



t 



p — n (n + 1) X*"* + n (» + 1) g' 

— 2(1— «) 



_p — (w — l)n(n-Hl)g''-*4-n*(n4-l)a!*- *_ n(n+i) 

2 —-"2 



U 



Infatti la frazione proposta ^ la deriyata della fanzione (8), e rap- 
presenta percio la derivata della progressione (9), cioi la somma 

1 -h 2a? -h 3j:V.. ■+■ na?*""*, 

la quale quando sia a; = 1 , si cangia nella seguente ; 

Ebempio ni. Abbiasi la funziooe 

dove n si suppone positivo; essa per x=:Opraide la forma §. 
Avremo adunque 
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danque il yalore di u oorrispondeDle ad j; = sari x , o 1 , o 
secondochd n sari [> 1 , oppure := 1 , oppure <[ 1* 
EsBMPio IV. La faozione 



M=: 



-la , 

coto: 



per d? = direnta ^. Dunque sari 

= 0. 



00 

2senmcosx 



I *=so I. *=o L_ ggso 

EsBMPio V. Abbiasi la frazione 



V^x — a 
u = 



Vx^ — a» 



i dae termini di essa per a; = a diventano nalli e tatte ^le loro 
derivate diveDtano infinite: facciasi adanque a: = a + ^ ; avremo 




I." 



Or=0 L*=:0 



= 



EsBMPio yl. Sia data la frazione 

\/{x* — a') ' 

i due termini di essa per rr = a diventano nalli e le loro derivate 
infinite : perci6 ponendo a + A in laogo di a; e sviluppando 
gl' irrazionali mediante la formula newtoniana del binomio; sari 



.1 i»= , ^"sv/aa 



EsEMPio VII. Sia data la Ainzionc 



a' 

X ' 
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essa prende la forma ^per x = (so. Avromo adonqae 

a* la 



[p^ or 



= 00 



EsEXPio yill. Sia data la flinzione 

f«= (1 — a?) tang} ff *; 

per 0? = 1 essa prende la forma X ^ • Mediante la formula (5) 
n. 272, facendo Fx=::i'^Xyfx = tmginXf avremo 



LfLSL I rgal Lf=L 



2 



oppare facendo Fx = tang^ iro;, — /2p = 1 — a?, 

r «= f i^(l-x)' ^P -2(l-x) P _-2_ ^2 
I I cos^fTra: J — senTra: i TrcosTra: ir 

Questo esempio giova a mostrare V aso cfae pu6 farsi della for- 
mula (5); ma per ottenere il valore di u corrispondente ad « = 1 
senza ricorrere ad essa baster& osservare che 

i X 

(1 — x]tBn2inx= f , 

e giovarsi immediatamente del Teorema I, n. 265. 
Esempio IX. Sia data la fanziooe 

la quale per di; = preode la forma X — <3o . Pouendo Fx t^ ir > 
/2r = d;*, avremo mediante la formula (5), n. 272, 




ma?—' 

g=:0 




m 



dunque il yalor Tero di u sar& 0, oppure oo , secondochi ffi sari 
positJTo o negativo^ 

Esempio X. Sia data la funzione 



u = xK 
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la quale per x =r oo prende la forma ao ^ Ardido rioorso aOa 
formola (6) , n. 273, e facendo fx^:-^ Fx =x , otterremo 

X 

£sEVPio XL Abbiasi la funzione 



u=zx* 



la quale per a^ = prende la forma 0^ Mediante la formula (6)» 
n. 273, ayremo 

3 \u = ) x = 0; ) u=ie'=i. 



Da Gi6 risnlta che 



fx'=S or. 



EsEMPio XIL Abbiasi la funzione 

u={l^x)K 



cbe per x=0 prende la forma 1^ . Per la formula (6) , n^ 273 , 
otterremo 

EsEMPio XIIL Abbiasi la funzione 

che per ^ = <x> prende la stessa forma 1^ della precedente. La 
formula (6), n. 273, dar& 






«=e. 



Da ci6 si raccoglie che 

SI 
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EsEMPio XIV. Sia data la fanzione 



I 
1— * 



• •• 

la quale per a: = 1 prende la forma 1^ . Sari 




1m= — 






//. Delia risoluzione delle funzioni ftalle. 

275. Definizione. Risolvere una funzione fralta vaol dire 
scomporla in frazioni piii semplici delle quali essa sia la somma. 

276. ScoLio. La risoluzione d' una funzione fratta si reputa 
compiuta e spintaalsuoestreniotermine,allorquandole frazioni 
componenti non si possono sottoporre ad ulteriore risoluzione. 

277. Lemma L Sia j- ^^^ funzione fratta. Supponiamo il 

jx 

numeratore di grado maggiore del denominatore; di?idendo l^x 
per fx avremo un quoziente Q ed un resto Fx il cui grado sara 
noiinore del grado di fx; talch6 ayremo 

dunque allorquando il grado del numeratore avanzer& quello 
del denominatore la funzione potrik scomporsi in due parti una 
delle quali sar4 una funzione intera, Tallra una funzione fratta 
il cui numeratore avr& minor dimenisione del denominatore. 

Fx 

278. Lemma IL Sia -^ una funzione fratta, nella quale la 

Jx 

dimensione del denominatore ayanzi quella del numeratore ; sup- 
poniamo che /*a; si componga di due fatlori primi fra loro^Funo 
del grado m I'altro del grado n; talchd sia 
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diro che potremo sempre risolvere la funzione proposU Delle dae 
frazioni seguenti; 



Fx iiar— *H-J?x*-'h-... ^a?*-*-+-iira?*-'4- 






Infatti essendo fx del grado m + n; il grado di Fx dovri essere 
non maggiore di m + n — 1; digaisacb^ Fx avr^ m + n termini 
al piu. Ora ridacendo al medesimo denominatore le dae frazioni 
e sommandole, il numeratore della frazione risultante, perchd M 
ed iV si suppongono primi fra loro, do?r4 essere appunto un po- 
iinomio del grado m + n --* 1 , il quale conterra tn-hn coefficenti 
iDCOgnili; tal polinomio ugaagliato ad Fx dara adonque, per il 
paragone del termini, m-i-n eqaazioni che potranno bastare a 
determinare i coeiBcenti medesimi. Se avverr^ che il grado di Fx 
sia <lfn+n — 1 allora alconi dei coefficenti A^Bf^.H^K^... do- 
Tranno esser nolli , ma ci6 verr^ mostrato dal calcolo. 

S79. CoROLLAHio t Risolvendo i denominator M^iVinfattori 

p Q 
primi le frazioni -^ , -^, in virtu del Lemma precedente, po- 

tranno anch'esse risolversi in parti, nt sara necessario per pro- 
cedere a qnesta suddivisione delle frazioni determinare A,B,.,. 
H^ JT; ... In generale le frazioni parziali potranno esser tante di 
nomero qnanti saranno i fattori primi di /b? ; a ciascun fattore 
corrj^ponder^ una frazione, e il grado del suo numeratore sar& 
minore di una unit^ del grado del fattore medesimo. 

280. CoBOLLAEio II. Siano a, b, c, ... ti le radici dell'equazione 
/a: = 0; avremo ^ = (a? — a)[x — h)[x — c)...[x — tt); in tal 
caso i numeratori delle frazioni parziali corrispondenti ai deno- 
nominatori del primo grado x — a^x — h^x — c^.,,x — ti, sa- 
ranno del grado cio^ costanti. Talch6 potremo porre 



Fx 


A 


-4-^' 


b 


-h 


^. 




■ . • . ■ 1 ' 


A„ 


-I 


m 

• > 


fx 


X — 


a X — 




X — 


c 




X-^ 


•u 





(3) 

inCfttti per la ridnzione al medesimo denominatore e pel paragone 
de'termini si ayranno tante equazioni quanli sono i numeratori 
Af Ajj ec. da determinarsi. 

281. CoROLLARio III. Se due o piu radici della cquazionc 
fx=:0 fossero uguali fra loro , la risoluzione della* frazione non 
potrebbe farsi a seconda della equazione (3], n. 280; perocch6 so. 
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fosse a= b le dae prime frazioni ne formerebbero ana sola -^ 

ap— a 

sicchd &tta la ridazione almedesimo denominatore non ayremmo 

come nel caso precedeote m eqaazioni , ma solo ne avremmo 

m — 1; le quali non potrebbero bastare a detenninare gli m 

coefficenii ^, Ai, ec. Sieno n le radici oguali ad a; fx conterri 

il fatCore {x — a)**; e la frazione corrispondente a qaesto fattore 

medesimo (n. 279),aarft 

oppure, ponendoo? — a = y che ^ qnanto direx = a + y» 

A + A,y4-4y' + ^.^iy"'"* _ 

y" ~ 

A At Am A^ t 

y'^^-'^y""' '^ y ' 

il che mostra che alia frazione (4) corrispondente al fattorefo; — aj% 
si potranno sosttlnire le n frazioni seguenti 



A . Al ,,__ -^w-i 

(X — ai' [x — a)" • X — a 



(») 



i cni numeratori sono costanti. 

282. CoROUARio lY. Se Tequazione fx = avesse una o piu 
coppie di radici immaginarie a:i=0v/— 1, la risolozione della fra- 
zione potrebbe sempre farsi o a seconda della eqnazione (3), o. 280^ 
della (&}, n. 281; ma in qnesto caso si preferisce sostituire a cia- 
scuna coppia di fattori immaginarj an solo iattore reale del ser 
condo grade, cai corrisponderi una frazione della forma 

Ax±iB . ,g. 

ed ove quel fattore avesse on* esponente n la frazione corrispon- 
dente sarebbe 

[[x — aY-h^'Y * ^ ^ 

ad essa potremmo per altro sostituire le n frazioni seguenti 



[i«-*)«-h^».]""^ [(x-.«)»-H^»]— ^ "^ {aP-a)» + ^*' 



V 
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infatti 2n sono i coeflScenti P, P^^P,,.... ed altrettanti 9ono i 
coefBceati A, B, Ap l^p....; talch6 sapponendo cognite le quantiU 
P,Pj^P^...f mediante la riduzione alio stesso denominatorey e 
col paragone del termini potremo sempre trovare i valori di 

283. Sgolio. Le cose precedent! bastano a mostrare come il 

metodo de'coefiScenti indeterminati sia saflBcientearisoIvere le fan- 

zioni fratte in parCi; nallameno dee preferirsi Tubo delle formale 

che passiamo a atabilire, e che ci vengono date dal calcolo dif- 

Fx 
ferenziale. Abbiasi come sopra ^ ana fanzione fratta nella quale 

jx 

ilnameratore sia di minor dimensione del denominatore; distin- 
gueremo quattro casi. 

284. Caso 1"^ VeqiMzUme fx = abbia tutU le radici reali e 
disuguaU fra loro. Sapponendo che le m radici della eqaazione 
/'a: = 8ieQoa,frtCy...l,tfy avremo 

fx=[x — a][x — 6){a; — c).... (x — u); (9) 

poniamo adonque 

^=:-^+ -A^ 4- -^ H-ilS:^ ; (10) 

fx X — a X — 6 X — c x^u ^' 

moltiplicando per fx otterremo V identiU 

Fxzs:A[x — b){x — c) {x — u) 

-f-ili(a?7-a)(a? — c) {x — u] 

+ i, (x — a)(x—b) {x — u) (11) 

-^il«»,(« — a)(j? — 6) (« — 0; 

la qnale doyr^ yerificarsi per qaalanqae yalore della x; per 
consegaenza facendo saccessiyamente x = a,=zb,=Cj... sari 

Faz:A(a — 6)(a — c) [a — u) 

Fbz2tA,{b — a)[b^c) [b — u) 

FczziA,{c — a){c — b) (c — u) (12) 



Fu^A^^,{u—a){u—b) (u-i); 

oltre a ci6 differenziando FidentiU (9) si Iroya 
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fsezzi[x — b){x-^€) (« — tt) 

-f- (a? — - a) (a; — c) (^ — «•) 

-h (a; — a) {x— b) (^ — «*) 

-h{x — a)(x — b) [x — t); 

e qoindi facendo come sopra x=a, = b9=d, . . . avremo 
fa^s:{a — b)(a — c) ..... [a — u) 

fbzz:{b — a)[b — c) [b — u) 

fcz(c — a)(c— 6) [c — u] 

fu:z{u^a){u — b) (u — t); 

perloch^ le equazioni (12) si Gangeraiino nelle segaenti; 

4-^-' A-^ A-^ A -^ ri3> 

ed in virtu di questi Talori Feqaazione (10) diyerrt 
Fx Fa Fb Fc Fu 



fx '^faix — a) ~^fb[X'-b)Tc(x—c) '' fu^c^^) (**^ 

285. ScoLio I. Id altro modo. Poniamo 

Fx A ^x , 

fx X — a px* 

ayremo F identity 

fx ' px 

la quale doyr^ verificarsi per qualunque yalore della x: or 

fx 
per a; = a il secondo termine andera a zero, e la frazioue — — 

si ridnrri a§,ragioDe per cui ilsuo yalor vero sar& fa; ayremo 
adnnqne I'equazione 

Fa = Afa; 

e per conseguenza anche le fleguenti 

Fb = Afby Fc = A^fCf .... 
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dalle qaali si hanno gli stessi valori di Aj A^^ A^y . . . . (royati 
sopra. 

286. ScoLio IL La formula (14) , moltiplieando i due mem- 
bri per /Sr, si cambia nella segaente 

[a — 6) (a — c) ... [a — u) [b — a] (b — c) ...{6 — u) 

[X'^a){X'-b)...(x — u) jj, (a?— a)(ar— 6)...(a?— r) , 

(c — a)(c — 6)...(c — 1«) "^{u— a)(fi— 6)...(ti— 

mediaDte tal formiilay la quale si deve al La Grange, potremo tro- 
▼are una funzione intera Fx del grado n — 1 quando si conosce- 
ranno di essa n Talori particolarl. 

287. Caso 2^. V equaziane fx=zO tibbia n radici uguaU ad a. 
Snk in tal caso 

fx=:{x — ay^ , (15) 

indicando con px il prodotto dei faitori dipendenti dalle altre 
radici della equazione stessa. Pongasi , 

Fx Fx A A, A^ 



/Sr "~ (a? — a)>ar ^ (a? — «)* ^(a: — a)*"* ^ (a?— a)"^" 

^n-I^ ^ ^ . (16) 



(a? — a) px 
qnindi si faccia p^ brevilA 

{x=—; (17) 

x|/ar = il + ii,(a? — a)4-il,(a: — a)'.-....-f.il^^,(a? — a)*-* (18) 

avremo I'identita far2:\|;a; + $a?; 

e da essa le seguenti fx z y\/x + ^x , (20) 

ra:=2:v|/'a:-h?'a?, 



• . • • 



le qnali dovranno verificarsi per qualunque valore della x. 
Qra facendo a?=:a, ^o? e le sue successire derivate sine a 
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queUadeil'ordine n *-» 1 inclqsite anderaimo a zero; iDfalti l;x e 
lesae deri?ate sino a quella dell'ordiae n — 1 inclasifo conten- 
gono il fattore a? — a, i denominatori delle deri?ate medesime sono 
potenze di (par, le quali noD possono andare a zero per x = a 
stantecM x^-a non ^ fattore di ^; inoltre px e^x ele loro 
derivate essendo funzioni intere , non possono per x=:a riu- 
scire infinite: dunque per x=a le fanzioni £r, FXf ...P"~^*^ri« 
solteranno ordinatamente ugaali a ^Xj^x^ ...y\/^^^x. Ma 
^'x =lJl,-f-2i4, (a? — a)-f-3j4^{a? — a)*-t-.... 

vP"a? = 1^ 4, 4- 2.3 ^ (a: — a) H- 

^"x = i.%SA, + 

dunque 

ta = A 

ra = i.A, 

ra = 1.2^ 

r'a = 1.2.3 A^ 

• • • • 

r-'>a = 1.2.3... (n — l)^_,; 

ricavando di qui i valori diAfA^ ...A^^^ e sostituendoli nella 
equazione (16) avremo 
Fx Fx fa Fa Fa 



fx ~ (ap — o)V ~(a? — ar^l.(a: — a)"-* ^1.2(ar — a)*-* 
"^1.2.3 (a? — a)"-' "^1.2.3 n(x—a) '^(px' ^^ 

Fa 

dove fa=: — ed fa,ra,ra...f""*a sono le successive derivate 

pa 

di — coUa X mutala in a. 

(px 

Se fosse <pa?=lsarebbefa=Fa,f a=Fa, f'a = F'a.... e quindi 

Fx Fx Fa Pa F'a 



fx "~(a? — ar"^(a: — a)" ^{o? — a)"-' ^1.2 (a?— a) 

F^a F""**a 

"^ 1.2.3 (a: -.a)**-' "*" 1.2.3... n (a?- a) ' ^'^ 

288. ScoLio. Osservando che 

-, 1 jFx -, 1 jt-F^ 

ax px^ dx* px* 
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si vedr^ che le derivate di tx si possono esprimere per le derivate 
dl Fx e px. Or sebbene la faazione ^f come qaella che rap- 
presenta il qnoziente della difisione difxfer{x — a)*, si debba 
ripatarcogQita^nallamenogiovera mostrare come i valori delle 
deriyate di (f>x corrispondenti ad a: = a , si possano ben anche 
ricayare dalla fanzione fx senza ricorrere a siffatta divisione. 

L' equazione (15] mostra cbe le formole stabilite al n. 145 
possono servire a quest* oggetto ; infatti sostituendo a; — a ad 
Xfpx sl Vffi 9id a esse daranno le espressioni delle derivate 
/^*^a:, /^"^'^a?, /***'*'• ^«,...quindi i valori che queste derivate ac- 
qoistano per a; = a; il che equivale a porre af=:0 nelle stesse 
formole del n. 145; di qaesta gnisaarremo 

f»»a = l-2 n^, 

/««**)a = 2.3...(n + l)<|>'a, 
/^"+«)a = 3.4..-(n + 2)<})"a, 



e consegnentemente 



*^^*"3.4...(fi+2) ' 



sicch^ nel caso in cui Tequazione fa; = abbia n radici aguali 

Fx 
ad a, per trovarc le componenti di -?- che dipendono dal fattore 

fx 

[x — a)** non sari necessario determinare il fattore px. 

289. Caso 3P. V equazione fx = abbia una coppia di radici 

immaginarie, oppure ne abbia piU coppie disuguali fra hro. Sara 

fx=[[x-a)^ + ^'-\<px) (25) 

poniamo adonque 

Fx A'\-Bx ^x ^ 

/Sr "" (a; — a)« -H ^* "*" ^ ' 

avremo r identity 



(26) 



22 
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la quale dorra sussistere per qiialiUMim valore delli or. Faceodo 

fx 

<r=s:«=h^\/ — 1,1a frazione , ^-r^; — ztl si ridurra a ^, edil 

( JJ -— Otj* -^^ p' If 

fx 
soo valor v^ro Mirji ^7-^ — ^; /^ ^ ridarrA a zero; nd potrA ri- 

darsi a zero^, perch6 si sappone che/^drcontengatin sol fat tore 
uguale a (rr — a)' + ^*; avremo adanque 

F(«±^V-l)2[A + l?(*:tj3V-l)]^j^£^ (27) 

oTvero 

F{a±^^^i) _ A-hB{ad=^X/-i ) _i A+B* 

e supponendo che ^ , allordift si sesiiluisce a + i^V — ladj; 

Fx 
prenda la forma Jlf.+ iV\/ -^ 1, la medesima fanzione-^ so- 

jx 

stitaendo a — ^\/ — lada: diverrA M — N\/ — 1; ragione per 

cui Tequaziooe (28) si cangera oella seguente; 

i\rv/-i = *i?=pl-+*V-i; (29) 



dalla quale avremo 



m=Ib, iv=-^-^** 



2"' 2^ ' 

* = 2Jlf, A = — ^<t»t^ifiNi (30) 

e qaesti sono i Talori di A e B che era d'nopo determiiiare. 

290. Caso 4°. Vequaxione fx = ahbia n cofpU di radici 
uguali ad »±:^\/ — 1. lo qaesto caso sar & 

e perci6 porremo 
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Fx __ Fx A-h Bx _ Aj-hB^x 

fx "" [(x-^)'-h^'^Y^'^ [(X'^aY-h^^Y'^ [(x^a)*^^^^ 

(a: — *)«-+- 0»<|)«' 

e facendo per brevity 

Fx 

tx=^, (31) 

y\fX = A'hBx-^[A^-hBxX)[{x — OL)*'hp^*] .... 

-f-(^n-., + *n-,^)[(a:-ar'-h0'r-S (02) 

5*=[(^-a)« + 0T^. (33) 



arreiao Ic ideotiUi 



fa? z: \p'a: -j- fa? , 



le qoali dovranao verificarsi per qualunque valore della x. 
Ora per le osservazioni faite di sopra 6 manifesto che pooeudo 
a7 = a=b/^^— 1,1a fanzione |j:, e le sue derivate sino a quella 
daU^ordine n — 1 inclusive anderanno a zero, ed fo, far, rxt...r'*~'Vv 
riusGiraono ordinatamente uguali ^^x,^'Xy^x,...y\f^*'^^^x. Ma 

^x = A'hBx'i-{Ai-hBiX) [(a? — «)'-t-0*] 

H- (A, 4- j»,a;) [(a? — a)' ^- ^«]* -h ec. 

vj/'a: = jB -^ 2 { A, + ir^a?) (x — a) 4- -B, [{a? — a)' + /B'] 

. 2,2 [A, 4- *,a:) [(a: - a)* h- p»] (a: ~ a) + ^, [[x — «]*-h P']*4- ce. 

v|/"a:=2«,(a?— «)-f-2(A,-f.5,a;)4-2B,(ar— (x) 

4-2.2«, [(a:— a) V0'] (ar— «)-+-2.2a(.4, -f- »,ar)(ar - a)' 

4-2.2(i4, 4-*,aj) [(a:— a)*4-i3')] -I- ec 



dunque 

£r = AH-i?a? 4- ec. 

fa: = i?4-2{A,4-l?ya:)(a; — aj-h oc. 
r'a?=:2*,(x— «)4-2(i4 ,4-i?,x)-}-2«, (a:— <x)4- ec. 
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ben inCeso cbe si Taccia x=:a±fi\/ — 1. Queste equaiioni le 
quali sono 2n di numero, basteraono a determinare i Sn coeffi- 
cienti A^ B^ A^^B^^... A^^i^ J^n-^v ^^^ ^^ ^^ sostitnisca alia 
X V immaginario a + v/ — ^ 1 , sia cbe si sostitaisca Taltro 
immaginario « — ^\/ — 1. 



valori particolari delle funzioni 
per mezzo della serie. 



291. Teorkma I. OgniqudlicoUa la funzione f[i + b] poird 

es$ere espressa da una serie ordinata secondo k potenxe meen^ 

denH intere o positive della h » questa eerie coinciderd coUa eerie 
del Taylor. 

Sapponiamo cbe abbiasi 1' ideDtita ' 

/(x + AjzA^-UA'-hCA* -4- !>*• + ...; (1) 

dove a,bfC,.^f si suppone cbe sieno numeri ioteri e posi- 
ti?i disposti secondo Fordine di grandezze crescenti, ed A^ fit C... 
ftinzioni della x; prendendo le derivate parziali, prima rapporto 
alia Xj quindi rapporto alia A, avremo 

dx die dx dx dx 

^S^+*) z Bah'-' -t- Cbh'-' -t- DcA-« 

an 

e siccqme facendo jp + A=:ti; si trova 

dfix "H h) df}^du ^v^i 

dx du dx dtf • 

df^x + h) _ dfuda _dfu 
dh ^ dudh~du-^^' 

perci6 le due derivate parziali « . — - , ^^^-^r — • sono iden- 

ticbe e debbono necessariamente contenere le medesime po- 
lenze di h; dimanieracb^ osservando cbe gli esponenti a^ b, c... 
sisappongono disposti secondo Fordine di graqdezzo crescenli, 
avreoio 



(«) 



(3) 
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a — 1=0, a=:l, Ba= T-* 

dx 

6 — l=a, 6 = a-hl, Cb = -^, 

AC 



Oltraccid Tacendo nella equazione (1) ^=0 troveremo fx=zA; 
dooque 

a = i, 5 = 2, c = 3, . . . 

A=fx, B=fx, c=^rx, x>=^3r^, . . . 

e per consegaenza 

/(:c + A)=/a)4-jra?H-^ra?4"-j;^r^+ ... (*) 

la qual serie coincide coo qaella del Taylor cbe dimostrammo 
ai D. 89 e 227. 

292. ScoLio I. Finchd la a; e la A saranno indeterminate lo 
SYilappo [Vj dovri considerarsi come una trasformazione anali- 
lica delta fnnzione f(x -+• h) di cai ci potremo valere in molte 
occorrenze senza por mente alia natura delle funzioni /Sr, T^* 
fx , fXf • • . ; e come trasformazione analitica lo essere tale 
aviiappo formato d' un numero indeflnito di termini non potra. 
far Inogo ad alcuna difficolt^. Ma quando vorremo attribaire. 
alia X un valore particolare x^^ed h sar^ un'accrescimento de- 
terminato del valore medesimo, allora siffatto sviloppo noi| 
corrisponder^ al valore particolare cbe acquistera la fnn- 
zione f^x-hh) se non quando saranno soddisfatte le condizioni 
della convergenza; oltraccid la funzione fx e le sue successiye 
derivate dovranno esser continue per tutli i valori della Yaris^- 
bile compresi fra il ralore iniziale x^ e il valore x^-^h (n. 227); 
in tal caso ad avere un valore particolare approssimativo della 
funzione » potremo tener conto d*un certo numero piu o meno 
grande di termini, e determinare Tespressione del resto^ o ak 
meno trovare i limiti delFerrore cbe si commette trascurando 
questo resto medesimo , cbe 6 quanto dire tutti i termini rima-* 
nenti della serie (n. 228). 
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293. ScoLio II. La serie del Taylor ci fa conosccre lo sviluppo 
della foDzioDe f[x + h] ordinato per le potenze ascendeoli id- 
tere e positive della h^ il che ha luogo sempre qaando x ed 
A SODO iDdeterminate. £! maoifesto adanqae che nel caso in cui 
vogliasi atlriboire ad x an Talore particolare Xq non potremo ot- 
tenere lo sviluppo della fanzione f(x + h] qiiando saremo certi 
che quello sviluppo medesimo deve necessariamente contenere 
delle potenze fratte o negative di h. Ora per istabilire un cri- 
terio che giovi a far conoscere in quali casi ci6 avri Iiiogo gio- 
vera por mcnte ai due Teoremi seguenti. 

SOi-. Teobema I. Se la funziane fx per x = x^ diverrd infinila^ 
lo sviluppo della funxUme f(xo + h) dovrd contenere un termine 
della forma Hh"*. 

Infatti il valore parlicolare fx^ della fanzione fx ^ identico 
a quello che acquisla la fanzione f[x-hh) per x^=:w^eA h7:rO; 
sapponendo adunquc che il valore fXf^ sia iuflnito, anche f{Xf^-+-k] 
per A = sar& infinito ; danque /(Xq + h] conterr^ alcana po- 
tenza ncgativa di h. 

295. TfiOBEMA II. Seper x = Xo fe derivate ditxdaUa prima 
sino a quella delV ordine n — 1 inclmive awanno tin valore finito e 
la derivata susseguente r°^x per x = Xo sard inflnita^ to sviluppo 
della funsione f(x^ + h] avrd una potenza fratta di h il cui espo- 
junte si troverd compreso fra u — 1 ed n. 

Infatti il valore particolare f*\ della Ainzione derivata 
f^^x 6 identico a quello che acqaista la fanzione f^^{x^ + h) per 
ar=:i:„ ed A = 0; ora il valore dl f^^^x^-hk) non pa6 per A:=0 
df ventare inOnito, ammenoch^ /^""^(^o + ^) Bon contenga alcana 
potenza negativa di A ; danque f^ix^^ + A) conterri an termine 
FA**'; oonseguentcmente f*'"*^(aro4- A) conterra an termine 
lA****, dove sarA 1— i>0 cio6 *<C^» perocch^ si sappone 
che la derivata p^'^^^x per a: = jTo abbia un valore finito: inol- 
tre /{rPo-hA) dovrA contenere nn termine JlfA*~*; e sarA 
n — 1 <^n — t <^n ; il che 6 quanto dovevasi dimostrare. 

296. ScoLio. L' osservazione falta alio Scolio II (n. 293) ci 
giova a mostrarc altresi che la serie del Taylor non potrA ser- 
vire a determinarc lo sviluppo di fx-hh) allorqaando per 
x=za9p9ir\rk dalla funziune y=fx un radicale, per esempio 

n 

Q\/{x — a)"*, (dove Q si suppone che sia una fonzione razionale 
d^lla x]j annullandosi la quantitA posta sotto il radicale mede- 



A 

9 



IL GALCOLO DIPFKRBIIZIALB 175 

simo; infatti lo sviloppo delta &iiizt<nief(^o + A) la quale 

n 

aoquista in qaesto caso il radicate Q^ x/hTf dovr^ di ncccssil^ 
contenere le potenze fratte 

A", An+«,An+«,.... 

Pa6 ay?enire per altro clie on radicate delta funzioQey=/j; 
sparisca faceodo a;=:a, percti^ si aimutii un coefficiente del ra- 
dical medesimo; il che avTerebI)e appanto qnando la funzione pt 

n 

cooteoesse an termiiie delta forma (^-^a) \/ x; in queato caso 
lo svilnppo di /(ar^+A) sarebbe dalo delta serie del Taylor; inlaUi 
lo svituppo medesimo nondovrebbp contenere alcana polenza firalta 
di A, sibbeoe conterrebbe te potenze fralte di a, giaccbd it termine 

(a; — a)v^2rsicambiain AV(it + A) it cui svitoppo po6 or- 
dinarsi secondo le potenze ascendeoti intere e positive di A. Eqai 
gioya il notare che per a; = a si elimina il radicate daila funzione 

fXf non gi& dalle sue derivate; ed ove si avesse2(:^(a;— a)"*\/d; 
it radicate per rr = a sparirebbe da y e da tutle le derivate di y 
sino alia m"^ inclasi?e; ricomparirebbe per altro nelle deriyate 
sossegaenli; la qual cosa si rende manifesta osseryando che/(ar+A} 

= (a:H-A— arv'f^ + A), edn«+ A) =:A*\/ («-*"*); c^sic- 
cbd i radicali, ciod le potenze fratte di a, non potrebbero compa- 

rirenello svilappo di f(a + A) prima del termine contenente A* 

che appanto d qaello moltiplicato per la deriyata m™* di fx. 

Ma se la y in laogo di essere funzione esplicita (qaal'^ ap- 
panto y =(^ — a)'^\^ x] sara data per mezzo di ana equazione 
f* (xTy y) = da cni sia stato soppresso il radicate medianle l*op- 
porlnno inalzamento a potenza, la determinazione delle deri- 
vate di y potr& andar soggetta ad alcane difflcolt^ che qai giova 
esporre. 

Sia y ==:fXf ed y'=:ifXfY=:f'Xf..4 SappoAiamo che per an 
valore dalo di x^ x=.a^ sparisca da fx an radicate, e che questo 
radicate medesimo non sparisca da fx^ ciod sapponiamo che quel 
radicale si trovi nella fiyizione fx accompagnato dat fattore x--a. 
£ chiaro che per a; =r a la funzione fx avri on maggior numero 
di valori delta fx a cagione del radicale scomparso da fxj ma che 
ai trova in fx; donde segue che it valore di y' non potrd esser 
dato da ana seinplice fanzione di a; e y che non contenga espli* 
citamentc questo radicale. Ora se dair equazione y = fx si cli« 
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mina il radicale medesimo coirinalzamento a potenza, Teqaaziono 
risoltante z= F[x,y) 

dx 

dy 

la qual formula perchd non contiene alcan radicale non potri 
indicarci tutti i ?alori di \f. Per ?edere come si possano io tal 
caso determinare quest! valori medesimi supponiamo in prime 
luogo che essi debbano essere in numero di due* cio^ o^ e ; dalla 
precedente eqnazione avremo 

soslitnendo a ad a; e ad y' il valore nnico cbe ne risulta, i coef- 

ficenti T'j-T-sli cambieranno ne'dne numeri A^ B; ialchi sar& 
dx dy 

A^By' = 0; 

equazione cbe dovendo essere soddisfatta da jf' = a, ed y' = /3 , 
darA 

A'hBa = 0, A-hB^=:0; 

e quindi 

e poicbd (X si snppone diverso da ^ ayremo^ B = 0,A = 0; don- 
que r equazione (5) ^ una identiM indipendente da qualunque va- 
lore di y'; ciod per x = a sarft 

di = ^' ^ = »' »' = o- 

Passiamo all* equazione derivata del second'ordine; 
d*jj «. cP« , d*« - dz ^ 

questa equazione generalmente parlando gioTeri a far conoscere 

dx 
il valore di y"; ma siccome nel caso proposto la quantity -^ si 

annuUa, il termine contenente y"sparirli e ne risullerii T equa- 
zione 



IL CALGOLO DIFFERENZIALB 177 

del seoondo grado; essa» quando per x = a ed y = 6 le derifate 

d^z d*jt <i*^ 

-r-: 9 -rrr 9 7-; ^^ cangino nei oameri L^N.M diversi da zero, 

cur' oxay ay' 

far& coQoacere i dae ?alori di y'. 

Sia y = a:-4-(fl? — a)\/ (re— 6), 



per «=:a abbiamo y = a,y'=:i=t:y'a — 6. 

Ha se la im>po8ta si trasforiner& oella seguente 

(y-ir)» = («-a)'{a!-6), 
afremo 

2(j-«){y'-l) = 2(ar-a)(a!-6) + (aj-a)»; 

y-*+ iW^^) ' 

facendo x=af e consegaentemente y = a?, risulter§ y =^g. 

Passeremo adanqae alia d^iTata del secoodo ordiQe, che tro- 
yeremo essere 

2(y-a?)y"-^2{y' — l)* = 4{a? — a)-*-2{a:-6); 

di qai facendo re = a» y = a;, avremo 

(y'-l)« = a-6, 



eqaindi y' = l±\/a — 6; 

come troyammo di sopra. 

Sapponiamo che i valori di ^ debbano esser tre a,^, y; al- 
lora L^NfM sarebbero nulli ad un tempo e Teqaazione (2) del 
second'ordine aarebbe soddisbtta da qaalmiqae yalore di y. In- 

&UidoyendoreqaazionejL-H2iV|/+Jlfy^=0, esser soddisfatta 
dai yaloria, 0, y di y' avremo 

l4-2]VflH-Jlf*'=0, l4-2iV04- Jlfi3*=0, I^-2^r+J^fr•=0; 

S3 
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e qaiodi 2iV{a — /Sj-f-lf (a« — /3*) = 0, 

ovTcro 2iV4"Jlf(«-+./a) = 0; 

la quale non potri Terificarsi, ammeDOcbd dod sia Jf =0, N= 0; 
il chefa concladere che debba aocora L essere zero. Poicbd adan- 
que I'eqaazione del second' ordine si cambia in una manifesta 
identity 02:0 ricorreremo alia eqaazione del terz* ordine, ciod 

dx^^^dx^dy ^"^^d^f^^ '^dp^ 

dxdy^ rfy*^ dy^ * 

la quale, perchd le derivate parziali ^ , ^-r- , -r-^ sono idenli- 

camente uguali a zero, si riduce a 

(?« , « d*z , . o rf*z ., dfx jt ^ 

equazione del terzo grado cbe dar& i tre yalori di y^. 

Sia y = (« — «) V^(« — b); 



avremo y' = \/ (« — 6) -f- { (« — a) (« — 6)"l; 

per d; = a,si ba y = 0^y^ = \/(a — 6). 

Or se la proposta fosse data sotio la forma 

y» = (a.-.a)»(«_6) 
priva di radical! ,- aTremmo 

3yy=(a:-a)*-h3(ap — a)«(« — 6), 

equazione che pcfr rr = a, y = direnta Oz 0; per la qual cosa 
passando alia derivata seconda , sari 

3yy-+-6yy'* = 3(iP — a)'4-3(j? — a)'4-6(« — a)(« — *) 

la quale si muta come la precedente in A 2: ; vtaendo alia de- 
rivata del terz'ordine otterremo 

3yVH- 6yyy -h 6»'' + 12yyy=ia [x — a)+6 {x — a)-^6{x—b); 
essa per re = a, y = ci da 
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eqnazione Hel terzo grado da cui avremo ffz:zy/(a — b)^ ciod i 
tre valori di y'. 

SOT. ScoLio II. AccioccM sussista FeqaaziODc 

h A* 

+ iX5.^"^o + «A). («) 



• • • • 



non d necessario che le derivate di fx saperiori alia n"^ soddi- 
afacciano a veruna coadizione speciale. Qaeste derivate potranno 
86 Tuolsi essere discoDtinae per alcano dci valori della variabile 
estesi da o?^ ad d?o + Ay e non cesser^ per questo la formula di es- 
sere esatta : dunque lo svilappo del valore particolare f{x^-hh) 
potr& essere esatto qaando si arresti ad an certo termine, e ria- 
scire inesatto ove si voglia protrarre piu oltre. 
EsEKPio. Sia 

/St=:P-^0{a? — a)*^f 

P e Q essendo ftinzioni della dp«^ una frazione compresa fra ed 1. 

Attribaendo alia x il falore particolare a le derivate saranno fi- 
nite fino a quella delFordine m inclusive , ove per altro le deri- 
vate di P e Q siano per a? = a finite anch'esse; ma le derivate 
degli ordini superior! alFm"^ saranno infinite. Lo svilappo non 
dovri adanqae essere protratto al di Ik del termine 



A—* 



1.2... (m—l) ^ ^•^ 



e potr& essere completato mediante il termine complemenlario, 
la cai forma si dedurr^ dalla derivata susseguente. 

298. ScoLio Ill.Senelia formula (6) si fa Xo=:0, e si cangia 
A in x^ si ottiene 

e sicGome la formula (6) non pu6 usarsi per determioare il va* 
lore particolare della funzione ((x-^h) corrispoodente ad X'=x^, 
56 non quando fx e le sue successive derivate sino alia n™* inclu? 
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sive sieno coQlinue per tatti i valori della x estesi da x^ ad d?^ + &, 
cosi la formala (7] noo potr^ usarsi per determinare il valore della 
fuDzione fx corrispondenle ad 2P = a?^, se non qoando/o? e le sae 
successive derivate sino alia n"^ ioclusive saraoDO cootinae per 
tatti i Talori della x estesi da ad x^. Oltraccid dovranno Yeri- 
flcarsi le condizioni volate per la convergenza della serie. 

Se per qaalanque valore ^o d> ^ preso ne'limiti dentro i 
qoali fx e le sue derivate sono coutinae, il termine complement 
tario decrescer^ iodefinitamente a misura che ncrescer&yposlon 
iDfloitameote grande, il termine complementario 



a:* 



\X..n 



r>(««) 



riuscir^ inflQitamente piccolo, e infinitamente remoto dal primo 
termine /O; per cui avremo 



Xti tfn. Xq Mg^ Xn 



ciod la serie infinita conosciuta sotto il nome di Serit del Ma- 
claurin , rispelto alia quale giover^ dimostrare il teorema se- 
guente. 

299. Teorema III. OgniqualvoUa la funziane Tx poird essere 
espressa da una serie ordinata secondo le potenze ascendenti intere 
e positive della x, quesia serie coinciderd colla serie del Maclaurin. 

Supponiamo che abbiasi Fidentita 

/a: z: A + ITa:* -+- Ca:* 4- Da?* -h .... 

a,6,c,... essendo numeri interi positivi edisposti secondo Tor- 
dine di grandezze crcscenti; prcndendo le derivate successive 
d'ambcdue i membri avremo (n. 85) 

fa?=s:^aa:— *+Cte*-*-*-I>ca?*-*-t. . . ., 

fx z i?a (o — 1 ) a:— • -^Cb{b — l )a;*-* 

4-2)c(c — l)aj""'H- . . ., 

f'a?z*a(a — l)(a— 2)ar— •.f-'a(6— l)(6-2)a;*-' 

-h l>c(c— l)(c— 2)a?*"*4-... 

e poichd siffatte identity debbono snssistere per qualunqne valore 
delta X, facendo a; = e supponendo che per a; = i valori delle 
derivate fx^f'x^ par, ...non riescano infiniti, avremo 
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._/0 B-f^ C-C? I>-H> 

e per consegaenza 

la qual serie coincide con quelle del Maclaurin. 

300. ScoLio I. La fanzione fx si potrebbe sviluppare anche 
per mezzo del teorema del Taylor; sarebbe d'uopo a qaesto pro- 
posito sostituire Xq ad or, ed a; — x^ ad A; e si Iroverebbe 

qoi si sappone che il valore x^ della x sia determinato per modo 
che nessuDO dei valori fx^^fx^^fx^y..^ ricsca infinito; oltracci6 
sara d*nopo che il termine complementario di cai ci d nota 
la forma, abbia lo zero per llmile. 

301. ScoLio II. Ma qui cade in acconcio il mostrare come 
dalla serie stessa del Maclaurin si deduca qaella del Taylor; 
pongasi 

Fh = f(x^h), 
e si repnti x coslante, h variabile; sard 

e quindi 

FO=ifx,F"0=f'x,F,% = r^, . . ; 
or poich^ 

risoKeri 

h &* h* 

Anche il termine complementario si deduce agevolmente da 
qnello della serie del Maclaurin; perocch^ essendo 

F*)A=f"»(a?4-A), 



1 
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303. Scouo III. La serie del MaclaoriD, ove ancbe sia conTer- 
gente nonpadaempre osarsi per detenninare on ?aIore particolare 
della fanzione; perchd avviene talvolta che essa conrerga ?eno 
un limite direrso dalla faozioDe che essa dovrebbe rappresentare. 
Infatti se si avesse 

si troTerebhe 

/OzO, ^zO, fOzO, . . . ; 

perci6 in yirta della serle del Haclaurin la ranzione fx risalte- 
rebbe identicamente nulla anch'essa, il che d assardo. 
Se si aYCSse 

troveremmo 

/Oz(|>0, f'Oss^p'O, f'0:z:p'0, . . . 
e quindi 



X Sr 

talmeotechd se la serie fO-h i-f>'0+ t^ f/'OH-..* fosse coover- 

gente e rappresentasse veramente lo STiluppo di px^ caderemmo 
nell'identita assurda 

fx^ispx; 

ci6 mostra che non sara dato giammai sostitaire al valore parti- 
colare d'ana fuDzione il sao sviluppo senza prendere in conside- 
razione il termine complementario di essa, ciod la quantity da 
aggiangersi ad un numero qualunque di termini per ottenere il 
valor yero della fnnzione. 

IV. Lo sviluppo in serie delle fUnzioni di piit variabili. 

303. PaoBLEMA. Ahbiasi la funxwne u = f (x, y, z, ...) nella 
quale x , y, z, ... sono n variabiU indipendenti ; supponendo che qtte^ 
ste variabili ei accrescano ardinatametUe deUe quanlitd h, k J^ • . . 
si propone disvUuppare lafunxUme U = /*(x -4- h, y + k, z + i,..0 
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seeondo U potetue, ed i prodotti Unarj, temmj, ee, degli aecretei- 
mmti h, k, i, . . . attribuiU aUe variabili. 

Cangiamo h,h,%,... in. ht,kt,it,... e considerlamo la fna- 
zioae 

la quale qaando si laccia 

r=ft,x-+-ht=:X,yH-ht=T,s-hit=zZ,... 
potrt acrlveni cosl 

ft=zr=:f{X,T,Z,...); 
qid X, T, Z, ... saraono fonzioni di x, y, s, ...; avremo frattanto 

dV_dV^ dr_dVdr 
dx~dXdx* dy~dY dy' " '' 

dX_. dj^i 
ma di~ ' dy-^' 

d7 dV dV dV 
danqoe 5E=5j» d^^d? 

inoltre avremo 

., dF_dFd!I dVdY 
'*~ dt~dXdt'^dYdi~^ 

^,_^y__diVdI} . d'Vdr 
^ df~SP dl*'*~ dT* df "*" 



• • • 



• • • t 



<PF dIdT a d*7 dVdZ 
dXdY dt dt '^ dXdZ dt dt 

dX . dT . dZ . 
e siccome — j- := a, -j-cz*, — ■ =t, . . . . 



• • • • 



percid sari 



„^ dr. dY, dY . 



"'- dp- Sr* + ^« *+•• --^^ SS^ **■+■* Sib**-*- 

Risnlta da ci6 che se dalla equazione u =f(x, y , x, . . .] si avesse 

du 

^ = i|>(a;,y,s, ...), dalla eqaazioae sioiile F=n'> Y,X,...) 
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AV AV AV 

doTremo avere ^=<p [^ r, Z,..),eqaindi, perchi dT ^^ if ' 

— =z: <}) (X, r, /, ...), ovvero ^z=p[x-hMf y -hht, z-hit,...); lal- 

mentech^ per I = 0^ ^ si materebbe in ^,parimeQte -j- 1 ^ ,.«• 

si muterebbero in t- » x> **- dunqae facendo I = , avrenio 
fO=f{x,y,x,...) = u 

' dx dy dz 



Ci6 posto si osservi cbe per la serie del MaclaariQ abbiamo 

danque, sostitacndo i suddeiti valori di /D»fO»/*'0,... arremo 
- --. I fdu I du , du . \ 



qaalanqae sia t; facendo <=l,la fanzione y=ft sicaogerithi 
17, ed avremo 



che 6 quanto si doreva (royare. 
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304. CoBOLLARio 1. Si osserYi che gli accrescimcDti hf k^ i ^ ... 
sUnterindipendcnza delle ?ariabili possono esprimersi mediante 
le caraiteristicbe differenziali dx^ dyt dz^ ... (n. 96); perci6 fiiUa 
qaesta sostitozione vedremo che le suindicate espressiooi di 
fO, fO, f"0,... si caugiauo ne^differenziali saccessivi oompleti 
di u; il che pa6 enoociarsi in questa guisa 

da ci6 si raccogh'e che lo svilappo richiesto polrik piu brovemente 
scriversi nel segaente modo 



1 • 1.2^ 1.2.3 ""^ 1.2... (n — l)^ 1.2.3...n 
305. CoROiXARio II. Affinchd la serie «-+-$ +^ ^^ 



1 1.2^ 1.2.3 

protralta airinfioito rappreseoti la (Zbisogna che il resto j-^- 

di essa, possa al crescere di n convergere indeBnitamente Terso 
lo zero; ora siccome f^H diveota cTu per 1 = 0, come abbiamo 
dimostraio, viceversa mataodo a?, y, js, ... in ar + Al, y-hki^ 
x + U^...d!'u diventer^ /^*»f, matando a?,y,jg, ... in a?-4-6W, 
y -f-6*f,z-h 9*7, .... d'*udiventer^/^'** (6^, mutando x^y.z^ .... in 
JD + 6&, y + dft,i+9t.... cl*tt diventer^ R. Dimanierach^ data 
u=f{x^y^x,,...) ricaveremo d'u; qoindi ada;yy,js,.,.. sostitui- 
remo rcspeUivamente x-hBh, y -^Bk^x-h 6t, •• ••; ialto ci6 se 
Pespressioue risultante, la qaale sarli jR, per qualunqne valore 
di B compreso fra 6 e 1 convergerii verso lo zero a misura che n 
crescer^, potremo concludere che il resto R della serie dccresce 
indeGnitamente, quanto piu 6 grande il uamero dei termini che 
si prendono della serie medesima; solo in questo case la serie 
indefinila rappresenter^ la fanzione U; in allri termini solo in 
qnesto case la V sara la somma della serie di cui si tratta. 

Sieno Af ed iV il minimo ed il massimo dei valori che riccve 
la funzione (Tu (ncUa quale dr = A, c/y = ft, dz = t, ...•] qaando 
la Xf la y, la x, ... acquistano i valori respeltivamente compresi 
fra J? ed 0? + A, fra y ed y + ft» fra z e z + 1, ec.; JIf ed Z^T sa- 
rauno nel tempo slesso il massimo ed il minimo dei valori che 
rice^e il; sicch6 avrcmo 

RyM.R<N,:^—yj^^^.j^-^<:j^-^; 

u 
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« 

M N 

dunqac j-^ — '9 rs — saranno i limiti dentro i quali e compreso 

Terrore che si comnieUe prendendo della serie V gli n primi ter- 
mini) e trascarando i termini rimaDeoti. 



V. Lo sviluppo delle funzioni implicite. 

306. Problem A. Data una funzume impUcita 7 delta x per 
mezzo deUa equaziane 7 = 1 + iLpjy nella quale x e t sono due 
variabiU indipendenti^ svUuppare una funxione quabmque fy di j 
secondo le potenze ascendenti deUa x. 

Se dalia equazione 

y = i-+'X(py, (1) 

potesse ricavarsi Tespressione analitica di y, la fanziooe fy po- 
tre'bbe cangiarsi in una fanzione di x e t^ dod risnlterebbe 

fy = F{x,t); (2) 

ed allora per il teorema del Maclaurin afremmo 

/j, = F(0,«)+jF'(0,0 + ^F'(0,0+i^3F'»{0.«)H-..;(3) 

non potendosi tenere qaesta via ci atterremo al calcolo segnente. 
Pongasi fy = ^ ® ^y = 2; 

sarA y = i'i^xx; 

da qaesta equazione si vede che y d fanzione di xe t; perci6 an- 
che 2, o?vero ^y, sara fanzione di rr e <. Or dalla stessa equazione 
3/ = < -+- xjs , si ha 

dy dz dy 

dx dy (ir 



eliminando a? si trova 



di-^^^^dxdi ' 






dalla quale equazione moltiplicando per -p , aTremo 
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dydx dy di ' 



oyvero 



''^*« = K = 'r (») 

Qui gio?a osservare che se t«« dot /y, fosse una potenza di 
9y , che 6 qaanto dire di Xf pouendo 

d«* (fa* 
risulterebbe ^ ~ * "57 ' ^*^ 

or poicM 

djT^ 



dx di dx didx* 

perd6 matando nel primo termine u in x", e ^e" in u avremo 



*— -4^ * - ^^ — ^ 



da? dt dx dtdx di 

quindi, stante la (ky, 



.^* *^** (.) 



dx di 

Faccndo n = 1, = 2, = 3, ... risalteri 







<te ~ 


dt 


^■^-di_ 
dx 


dj^ 
dt 

dt 


dj^'^ 
dt 

dx 

• • • 1 


dt 

1 • 



P) 



(8) 



(9) 
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Cid posto siccomo per 1' eqaazione (h) abbiamo 

. du 



sar& slante la (7) F".(x, t) = J^t= —^ 

dV- 
d*u '^' dt 

Di qai abbiamo ^ = -^j^ ; 

d.V^ d.V -^ 
ma dalla (8) si ha -5^^ = -3^ 



dx* dx ' 



dunque F".(«,<) = ^. = — ^ 



i-u '^•'•^ i") 



TroYeremo pure F%(a?,<)= ^ = ^^ ; 

cd in generale F*>^M = j->= ^-i ; 

tale si c Tespressione della demata n"^ di u=zfy=zF [x^i) 
presa rispetto ad x. 

Or siccome ponendo a;i=0 si trova y = tf consegaen- 
temeDte per lo stesso valore della x la funzione fy ovvero la u 
diverrft fty e la funzione py ovvero z si canger^ in pt; inoltre 
du dudy du ( . . dzdy\ ,. x rf« . a . j- 

-Si=dili = TyV+'^Ty-di) ''"*"* j^. Che 6 quanio d.re 

^ cioS fy ovvero /*( qaaado sia a; = 0; dunqae per il valoro 

x = sar& 

F{0,0=/"' 
F'(0.0 = <rf.f/ 



F' (0, <) = l^l'Ol 

i-(o.0 = ^^ 
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per le quali espressioni poM la (3) matani nella serie se- 
gaeole 

Af-/»+i(wo+ j:2 —5^-^-^1:3:3—3^- ■^••' ^^^^ 

il termine che ne ha n avanti di se sard 

307. Scouo. Tale si i la formala che dal nome del soo illu- 
stre iDveDtore dicesi Tearema del Lagrange. Essa sappone che 
la y sia una fanzione implicita di ^ e I data dalla eqaazione 
y = I + xpy. Pa6 questa formala scriversi piu brevemeote nd 
segoente modo 

308. CoROLLARio I. Se la y fosse una fanzioDe della sola i 
data daUa equaziooe y = 1 + ^y, ayremmo 

309. CoROLLARio IL Se si volesse il valore di y tratto dalla 
equaziooe 

y^i-hdspy, 
facendo nella (13) fy = y,e perci6 ft = t,ft=i, risuUerebbe 

a?* d.pi^ ap' cP.<f)l* . f.ft\ 

j, = l + x^ + ^ J- +^3-^ +.... (15) 

310. C0ROLLAR10 III. Ad aTere il valore di y tratto dalla 
equaziooe 

nd qoal case y sarebbe fanzione della sola f , faremo nella (15) 
^ = 4, ed otterremo 

^ . ^ d.9<* . d.*pf /.,yx 
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311. CoROiXARio IV. Ad ayere il ralore di y traUo dalla 
eqaazione 

3l-f-^y-4-Cy"H-I>y'-hJS:y* + ... = (18) 

ridarremo in prima 1' equazione alia forma (16] diyidendo pel 
coelBcieote B delJa prima poteoza di y; cosi ayremo 

^^~B B 

esara i = -^^ ^ = -£l±BlfM±^; 

consegaentemente otterremo 

C/* + Dl* -+- J?<* -+• . . . 
^ = s 









B' 



• • . 



Z>*<'= ^ 



rSjS 

■ ■ ■ 



6CV-, 



1?» 



c quindi, ordiaando rapporto a t, 
C . D . E . 

5CV . . . -t- . . . 

io fine sosUtaendo il valore di (, avremo 

_ A A*C A'D A'E ^ M*C bA'CD 
y B~"W B* ~ B* ' B' "^ B* "^ 

6M*C* 
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quosta operazione 6 nota sotto il nome di ritomo delU serie; 
essa consiste nel ricavare il valore d* ona quantiUi y da una 
eqaazione |y = nella qaale ^ sia ona serie ordioaia per le 
potenze di y. 

312. CoROLLARio V. Ora abbiasi 1' eqaazione 

Fx = 

e snpponiamo che a sia il valore prossinio d' una sua radice ; 
rappresentiamo con a + y il valor vero di essa , avremo 

r(a + sf)=zO. 

ovrero 

Fa'hyFa-hiy*F'a-+'iy^F^a"h... = 0; 

paragonando questa serie coUa (18) avremo 

Fa = A, Fa = B, {F'a=C, iF'a = D...; 

e quindl 

_ Fa {Fa)^F'a {FaYF'a { Fa)^{F"a? 
* "" Fa 2(Fa)» ^ 2.3(Fa)* 2(Fa)' ^ ' * ' 



VI. 1 massimi e minimi valori delle funzioni 

duna sola varidbile. 

313. Definizione. Una funzione fx d*una sola variabile x 
dicesi acquistare per a; = a un valore moBsimo^ quando decre- 
scendo o crescendo a d' una quantita piccola quanto vuolsi » i 
valori corrispondenti della ftinzione riescono minor! di fa: dicesi 
poi acquistare an valore minimo quando decrescendo o crescendo 
a d'una quantita piccola quanto vuolsi, i valori corrispondenti 
della funzione riescono maggiori di fa. 

314. Teoreva I. / masBxmi e % minimi valori if una fun- 
xiane fx earrispandano a quei valori di x che sono radici delle 
equazioni fO = 0, rx = oo. 

Rappresenti M un massimo ed m un minimo valore della 
funzione fXf e sia t una quantity piccolissima; avremo 

V fa = M quando sia /[a — 1)< /«, /(a 4- 1) </», 

2^ /!i= ffi quando sia /Ja — •) >/!», A« -^ •) > A» > 
in altri termini avremo 
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1° fa = M quando fx decresceri al decroscere di a; da a 
ad a — f 9 e al crescere di a; da a ad a + if (n< 216), cioi qaaodo 
sia 

^(a-i)>0. r{« + t)<0. 

V fa = m quando fx crescera al decrescere di x det a ad 
a — t ed al ctescere di j; da a ad a-hi, ciod quando sia 

na-i)<0, r{a4.i)>0. 

In ambedue i casi sari adunque necessario cbe fx sostitoendo 
success! vamente a — % ed a + t Bd x mnli segno, e cbe per 
conseguenza esista un ralore di x compreso fra a — i ed a + i 
tale da reodere fx nulla o inflnila: questo valore 6 a, perchA 
a — i ed a + t sono due numeri yariabili, fra i quali a 6 com- 
presa, cbe possono supporsi prossimi ad a qaanto si vuole: don- 
que le radici delle due equazioni 

fx = 0, fx = cOf 
ovvero fx = Qy — =0, 

/ X 

saranno altreltanti yalori della variabile pci quali la funzione 
fx diverr^ massima o minima. 

315. CoROLLARio. Nel supposto cbe a sia una radice reale 
di queste equazioni e cbe i sia un numero piccoltssimo , so 
avremo f[a — 1)>0, r(o-f-t)<C^» fa 9sxk un massimo;se 
a?remo f[a — 1)<; 0, f[a -♦- 1) > 0, fa sara un minimo. 

EsEMPio. Abbiasi 

fx^.x^—AX'i'By f« = 2a: — il; 
ponendo 2a; — A = , 

si trofa x=:\A; 

non y' ba alcun valore di x per il quale 2x — A possa diventare 
infinitay cio6 non v' ba alcun valore di x capace di veriGcare 
r equazione fx=iQo ; dunque | A <^ il solo valore possibiie di 
a. Ora d da vedersi se esso corrisponda ad un valore massimo, 
oppur minimo della funzione. Per ar<]|A, fx diventa ]>0; 
per x^\Ayfx diventa >0; dunque il valore di /xcorrispon- 
dente ad x:=\A^ cioc B — \A^ sari un minimo. 
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316. Teorem A IL AUorquando il wdore a della variabile x 
manderd a xtro un numero dispart di deriv€Ue deUa fx dalla prima 
m |M»9 Hccndochi la derivata susseguenU sard negaiiva oposiiiva^ 
fa iord un massimo o un minimo della funxione fx. 

Se le derivate della funziooe fx cbe per x=^a vanno a 
zero, 81 estenderanno dalla prima sino a qaella delFordine n — 1 
inclusive, avremo [d. 2S3. eq. (8)] 

f[a^h)-fa==:jJ^r{a-^^h), 

ove per6 la k suppongasi infioitamente piccola; perocch^ 1^ le 
derivate di fx fino aH'ordine n-— 1 inclusive vanno per ipolesi 
a zero, 2® le fnnzioni fx, fx^..f^^x non diventando per x=.a 
infinite n^ immaginarie si possono sempre riputare continue 
De' limiti a ed a + & della variabile, che ^ quanto dire continue 
pe'valori vicinissimi ad a. E siccome per & = la funzione 
f")(a + 6A) si riducead /^"^a, percid indicando con a unaquantita 
convergente verso lo zero in pari tempo di A, potremo trasfor- 
mare la precedente equazione nella seguente 

dalla quale si raccoglie che in virtu dei decrescimenti di A, 
percb^ a giungeri ad essere piu piccola di qnalunque quant ita 
data, la quantitaf**^a + a giungerft sempre ad avere il segno 
di f »'a. 

Ci6 posto 1^ sia h dispari , sari 

f[a-h)-fa = -^^[ra^<.); 

le due differenze f(a+A) — fa^ f[a^h)'^fa avranno segni 
contrarj; dnnque il valore della jfunzione corrispondente ad a: = a 
non sart un massimo, n^ un minimo. 
2^. Sia n pari, sar& 

cosicch6 le due differenze f[a^h) — fa^fla — *) — /"a avranno 
il medesimo segno; il quale sar& negativo o positivo secondoch6 
sari negativo o positivo il segno di p^'^a. Per conseguenza secon- 

25 
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doch6 il segno di f^*^a sar& negatiro o positi?o, fa sari no mas- 
simo nn miniroo della fanzioDe fx. 

317. ScoLio. i: da notare che essendo dry=:f^^xdoi^^ qaando n 
sari pari (Ty avr& il medcsimo segno di f^^x qaalonqne sia il 
segno dl dx\ donque ne{rh usi del principio precedente potremo 
sostiluire i differeoziali dfx^d^fXjd^fx,... alle derivate fd?,/"a7, 

I X 9 • • • 

EsEVPio I. Abbiasi la fanzione trascendcnle 

/a: = c* -+- 2 cos « -4- « "■ ■ ; 

sard fx = ef' — 2 sen a? — e"* , 

f« = e* — 2 cos «-+-«"*, 

/*"« = ^ H- 2 sen a: — e""*, 

f'^'x = e* -h 2 cos « -h e"' ; 

le derivate sussegacoti sarebbcro identiche alle giil ottennle^ e si 
riprodurrcbbero nello slesso ordine. P^ x = sifaa/'O^rO, 
f = 0, f^'0 = 0; la prima derivata che nen vada a zero ^ 
appanto qaella del quarto ordine; danque per j; =: la fanzione 
fx acquista un valore massimo o minimo. Ma possiamo asserire 
che tal Yalore sia un minimo perocchi per x=^0, la derivata 
quarta acquista un Talor positiro; f^0 = 4. Questo minimo 
sari anch'esso = 4. 

EsEMPio II. Diyidere un numero a in due parti per oknIo 
che il prodotio della poienza m"^ dell' una per la potenza n"* del- 
Tallra, riesca il piu grande possibile. 

Sia X una della due parti; sari d'uopo cercare per a; un 
valor tale che renda massimo il valore della funzione 

di qui ^^0? = j?*~*(a — «)*"* [ma — a7(m-hn)]; 

f ar = x'^^a — a?)"~*[{m 4- n — l){m -+- it)*'— ec.J , 
ponendo fx = 0, 

si trova a; = 0, «z=a, x=z ; 

m-f-n' 

r ultima radice corrisponde ad un massimo » perchd il valore di 
f^x risulta negative; il qual massimo ^ 

»i'"n''( -— ^ ) : 
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le altre doe radki oorrupondono a dac minimi, qaando m 
ed n son pari. 

11 prodolto massimo che pa6 farsi colle dae parti in cui sia 
divisa la quantita a d il quadra to della meta di essa. Perocche 
facendo m = fi = l si trofa x = \a. 

EgBMPio 111. Trovare un ouoiero x la cui radice del grado 

X sia un massimo. ^ 

Sari fx = \/x ; 

e qnmdi f a? = V jp. — 5— ; 

X 

ponendo /*x = si trova la; = l; dnnque il numero richicsto e 
la base dei logaritmi neperiani ; a? = = 2,71828 . . . 

EsEVPio IV. Trovare il massimo di tnlti t triangoli isoperi- 
metri costrutii sopra una base data. 

Sia a la base comune de' triangoli, ^ ne sia il perimetry; 
indicando eon x il secondo lato, 2j> — a^^^ sarii il terzo; 
ond' b che dorremo cercare per x un valor tale che renda 
massimo fl yalore della funzione 

/!«?=\/fr(jp— o)(p— «){«-+-^— p)]; 

a render pin semplice il calcolo prenderemo i logaritmi d* ambe 
le parti, qnindi le loro dcrivate; sicch^ sard 

— ^ 1 A 

H : =0, 



p — X a-f-a? — p 

da ci6 si Ycdc che il Iriangolo risulterii massimo quando sia co- 
strutto snlla base a coi lati uguali ciascuno a p — {a. 

EsBMPio y. Determinare il massimo dei cilindri che si pos- 
sono iscrivere in un cono retto. 

Sia a Faltezza del cono, 6 il raggio della sua base, x sia 
la distaoza del fertice dalla base snperiore del cilindro iscritto; 

— sard il raggio di questa base, e — |— ne sara 1* area ; a — x 
sard Taltezza del cilindro stesso, e — ■^-[a — x) sara Fespres- 
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sione del suo yolume. Dunque la fuDzioDe della qqaie deesi 
determiDare il massimo sari 



/■x = — ^(a - x) = ^ (or' — a:»); 



It ri 

da essa abbiamo f'x = -^ [2ax — 3a?*) , f'x = — i-(2« — *^) • 



Or poDgasl r equazione 2ax — So?* = 0, 

le radici reali di essa sono xz=0^ a; = ia. II falore a;=:=0 
corrispoDde ad uq iniQimo, percbd faceDdo d? = la deri?ata fx 

acquista inquesta ipotesiil ralore positivoa ; infatti qoando 

j; = il cilindro si ridace alFasse del cono. II Yalore a; = | a oor- 
risponde ad un massimo, perocch6 siffalto valore della x rendef j? 
negativa; dunque Taltezza del cilindro massimo che possa iscri- 
versi iQ un cono retto ^ il terzo di quella del cono stesso; la 
base di siffatto cilindro sari ^vb*, il volume ^nbfa, 

EsBMPio VI. Determinare il minimo dei quadrati cbe si 
possono iscrivere in un quadrato dato. 

Sia a il lato del quadrato dato, x la distanza d*uno dei 
vertici del quadrato iscrilto dal vertice piu prossimo del qua- 
drato dato; la superflcie del quadrato richiesto sara esprcssa da 

/x = 2a;' — 2ax H- •'; 

questa adunque ^ la funzione di cui si tratta di cercare il valor 
minimo. Posta i'eqaazione 

2a:* — 2aa?-f-a'=i0, 

si vedra cbe il minimo ha luogo quando sia d;:={a; dunque il 
minimo quadrato cbe si possa iscrivere in un quadrato dato d 
quello formato dalle rctte che congiungono i punti di mezzo dei 
lati del quadrato medcsimo. 
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VL I massimi e minimi vahri delle fumumi 
di piii variabili indipendenti. 

318. Dbfinizione. Una fanzione ti = ^(a;,y,2, ...) di piu va- 
riabili indipendenti ^, y, x, ... dicesi acquistare per a; = a, jf = a,, 
z = a„... on valore massimo, qoando decrescendo o trescendo 
a, Op a,, ... di qoantiUli piccole qaanto voolsi, i valori eorrispon- 
denti delta fnnzione riescono minori di /(a^,^, s, ...); dicesi poi 
acquistare per x = a^y:=ai^z = o,»... nn valore mmimOf quando 
decrescendo o crescendo a, Opa,,... di quantiU piccole qaanto 
vuolsi i valori eorrispondenti della funzione riescono maggiori 
di/*(ar,y,z,..,), 

319. CoROLLARio. Rappresenti M un massimo, ed m an mi- 
nimo delta fnnzione f{x, y, x, ... ). 

1° Sari f(x,%z,..,) = M, 

qqando abbiasi 

/'(a + fc,a, -4-t,a3-f-i,...) </"(<*» «i'<*2»"-) 
f[a — hjC^ — ^,a, — t, ...) <; /"(a^apaj, ...). 

2° Sara /"(a?, y, «,...) = »»»» 

qaando abbiiasi 

/(a — ft, a^ — *,«, — »,...) > {[ayG^.a^, ...). 

Sostitaendo ki^ kt^ f(, .... ad A, &, t, . . ^ e ponendo 

. f(a:-f-A/,y-f-*/,z + t7,...)=/l?, f[x,y,z,...) = Q, 

6 manifesto che ^(a,«pap ...) sar^ an massimo o an mioimo di 
A^tV'^' •••)' secondochd /o sar& un massimo o an miBimo della 
fanziooe ft. 

Ora aiBnch§ la fnnzione ft diventi per ^ = un massimo o 
an minimoysi voole cbe per 1 = la derivata prima ft diventi 
inOnita o nulla, e che ^=3: mandi a zero un numero n — 1 dispari 
di derivate della fnnzione stessa dalla seconda in poi: allora se 
la derivata detr ordine n, f^'^H^ sari negative, ft sari uu massimo. 
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sc (al derivata sara positiva, ft swk uo minimo (n. 316.). Ma ab- 
biamo dimostrato al n. 304, che 

danque /O ofvero ^(a,a|,a,, .••] sar& un massimo o un minimo 
quando sia 1"* du = 0;Vd^u = 0,d^u=zO,... dr'^u = (« es- 
sendo pari); che se avremo irti<0 avri laogo il massimo, se 
sar^ (Ttt [> avra laogo il mioimo. 

Segac da ci6 che per trovare i valori di x^ y, x, .. . pei quali 
la funzioDeti=/*(j;,y,ji,...) diventa ud massimo o uo minimo 
doyremo procedere nel seguenle modo. 

1^ Porremo Tequazione 

Ai = 0, 

du du du A 

ovvcro T- (ten- T-dy+ T-(b ■+-..• = 0; 

cio6 porremo lo equazioni 

^_0 ^-0 ^-0 

giacchd la prima stanle le indeterminate cte, dy^dXf... non pii6 
sussistere cheinyirta di queste; le quali sarannotantedinnmero 
quante son le yariabili. 

2^ Cercheremo mediante Teliminazione tntti qne^sistemi di 
yalori delle yariabili stesse da cui siffatte equazioni possono es- 
sere soddisfatte. 

3°. Per conosceredi poi se uno di tali sistemi, per esempio 
a;=:a, y = ft, z = c, cc., corrisponde ad un massimo o ad mi 
minimo, cercheremo il differenziale dPu. Se perx = a, y = 6f 
jE = c, ec. e per tutti i valori che si possono attribuire agli ac- 
crescimcnti indelcrroinati dx^ dy, dz^ ec, risulter^ d*ti<]0, il 
valore /{a, 6, c,...) sari un massimo; se risulteri (Tti^O, il va- 
lore /[a, A, c,...) sari un minimo; se poi risulteri (rtt=0,allora 
il yalore /[a» 6, c,...) non sara nd un massimo, nS un minimo, 
amroenoch6 non sia anco d'ti=:0; eseoUerrcmo (furzO, secon- 
dochd ayremo d*tt<^0, oppure d*ti>0,il valore /(a, 5,c,...) sara 
un massimo o un minimo. In generate se quel sistema x = a, 
yz=b^ z=:c, cc.. qualunquc sieno i valori di dXf dy, dz^ ec., 
mandera a zero un numero pari di diffcrenziali dclla u , cioc 
({'«, d^Uy d^u, CO. il valore particolare della fonzionc cioi 
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/(a,fr,c,...) non sar&DeuD massimo, n6 un minimo; se ne man- 
(lei^ a zero on namero n — 1 di8pari,/(a, (, c,...] sari un 
massimo quando per lo stesso sislema qualanqae sieno i valori 
didx^dy^ d2,ec.risQUerft irt4<[0, an minimo qaando risultera 
<rM>0. 

320. CoROLLAEio. Consideriamo una funzione di due sole 
▼ariabili, e sia essa 

w=/(a?, f); 

avremo 

. du J . rfttj 



Posie le equazioni 

*?_0 ^-0 
da?"" ' dj"" ' 

supponiamo che esse possano essere soddisfatte da un sistema 
di ?aIori reali ar = a , y = ft ; supponiamo altresl cbe per x=af 
y = bf]e derivate parziali del 2^ ordine prendano i yalori A^B^ C; 
quelle del 3^ i yalori D,E, F,G; quelle del h9 i yalori H^ I, 
Kj L , U; ec. ; e denotiamp le espressioni in cut si cangiano i 
dlfferenziali d^ti, d'ti, d^u^ ec. con t^,, t«3, u^, ec; ayremo 

ti, = Adx* -f. ^dxdy -+- Cdy\ 

ti, = Ddx* -h 3jBdxVy H- SFdxdy* + Gdy\ 

u, = Hdx' ~h Wcte'dy ^- 6JHa?Vy' H- fcldarrfy* + JIf dy*, 



I 
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owero 



Qaeste espressioni giovano a mostrare che qualaoqae sieoo 
i valori 6i dx Q efy, la u, sari negativa qoando abbiasi A <^ e 

C — x"^^' ® positiva quando abbiasi A>OoC — -j > 0. 
Ma se ii <^ dod potra essere C — -7- "^ ^ ammeDOch'd noQ sia 

C< 0, e se 4 > dod poiri essere C — -j > se non § C>0, 

danque 

1° II valore /[a, i) sari an massiino quando abbiasi il<0, 
C<0 ed ACyB\ 

2^ II valore /(a, (] sara an minimo qaando abbiasi A ^ 0, 
C>0edXC>i?\ 

Quando si avesse la sola condizione AC<^B^ potrebbe la u, 
per certi valori di cb? e dy risultare positiva, e per altri risul- 
tare negativa; danque 

3^ 11 valore /[a, b) non sari nd an minimo se risultera 
AC<,B\ 

Se £=0 avremo u, = Adr* + Cdy* ; allora qualunque 
sieno i valori di di; e dy, la u^ sari negativa quando abbiasi 
ii<0, C<0, oppuro -4<0, C=:0, oppureil:=0, C<0; 
sari positiva quando abbiasi il[>0, C^O, oppnre A^O, 
C = 0, oppure A = 0, C > ; dunque 

V^ II valore /(a, h] sari un massimo quando abbiasi A<[0, 
C<0, « = 0, oppuro A<0, (;=:0,2^ = 0, oppure A = 0, 
C<0,i? = 0. 

. 5^11 valore f\a^ b) sari an minimo quando abbiasi A > 0, 
C>0, 1^ = 0, oppure A>0, C=0, -8=0, oppnre il=:0, 
C>0, i = 0. 
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A 

Sc poi fosse AC = B\ facendo dy = -— 5 <ix, risuUerebbe 

If 

ti, = 9 e per ogn'altro yalore di dy la quantita ti, conserverebbo 

il segno di A^ ovvero quello di C (giacch^ ^ e C,in yirlu delta 

eqaazioDe AC=:j9', d forza cbe abbiano il medesimo segno). Or 

pa6 ay venire che facendo x=:ia,y=ibf dy = — -^dx^ vadano 

n 

a zero anco i differenziali della u susseguenti al secondo; perci6 
6® Se il primo dei differenziali i'ti, d^ti, ec., cbe non ander^ 

a zero per d?=:a, y=:6, sari d'ordine dispari, il valore /(a, b) 

non 8ar& ni un massimo, nd nn minimo. 

T' Se il primo dei differenziali d'u, d^u, ec. che non anderd a 

zero per jt = a, y = 6, sar& d'ordine pari, e sar^ tale altres) che 

^ A 
per an Talore di dy di?erso da — ^dx acqnisti sempre il me- 
desimo segno di A^ il valore /(a, ft) sara un massimo o un mi- 
nimo secondochd avremo A<^0 oppure A [> 0. 

Se pei valori a; = a, y = ft risuUer^ A = 0, £ = avremo 
ti, = 0; sicch6 quando non abbiasi ancora u^ = 0, il valore 
/(a, ft) non sar^ nd un massimo, n^ un minimo. Ma se avremo 
ti, = 0, ti, = , allora secondoch6 avremo t«4 <[ oppure u^^ , 
il valore /(a, ft) sar4 un massimo o un minimo; dunque 

8^ II valore /(a, ft) sar& un massimo, se ayremo 

i4, = 0, t«. = 0, J3<0, Jlf<0, 3X-:^--jg.<0. 

9* II valore /[a, ft) sara an minimp, se ayremo 

I4, = 0, «, = 0, SyO, Jtf>0, 3E— -jj— jj>0. 

321. ScoLio 1. 1 criteri 1°, 2°, 3°, 6°, che abbiamo stabilUi 
di sopra possono aocora determinarsi in altro modo. Si os- 
serri che 






e pongasi 1' equazione 

dx^.^dxC_^ 
dy*^ A dy'^A'~ 



so 
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don 
Se i doe valori di -r- » radici di qaesta eqaazione, saranno im- 

magiaarj , airremo 

1P — AC<:0; 

aliora la u. non potendo per nessan yalore rcale di -r- divenir 

nulla y nA cambiar aegno , conserveri costaaleineote il aegno 
di A; laonde f[a^ b) sarit un maasimo qaando abbiasi il< e 
B^ — AC<CO, un mioimo quando abbiaai A>0 e S^-^AC^O, 
le quali coDdizioni esigono che il e C abbiano il medesino 
segno. 

Se le dae radici deUa equazione saddetla saranno reali ed 
ngualiy avremo ^ 

-»• — >1C = 0, 
dx _ B 

c la ti, diventerd w, = Ady^i Si "^ I ) > 

B dx 

cosi la tt, per il valore — -r della indeterminala -j sarJi nnlla , 

doc 
e per tall' altro talore di -j- conserverii il segno di il; laonde 

dx B 
/[a, 6) sari an massimo o on minimo, se facendo ^-=— -j » ri- 

snllerd ti, =:0,ed u^ dello stesso segno di A; il massimo corri- 
sponderi ad il<^0, il minimo ad il]>0. 

Se le due radici della equazione predetla saranno reali e di- 
suguali, avremo 

^* — ilC>0; 

dx 
aliora la u,, secondo i valori della indeterminala -7- , risulteri 

dy 

positiva ncgativa indipendentemente dal segno di A; per con- 

segneuza f[a^ h) non sar& nd nn massimo, n^ un minimo. 

322. Stolid II. Facciamoci ad applicare V esposta doUrina 

alia fuozionc 
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/[.T, y) = u = Ax*'hBxy-+'Cy*'hDx-hEy'hF; (1) 

du = {2AX'hBy'hD]dx-^[BX'\'2Cy'j'E)dy, (2) 

cPu = 2(ii(faV Bdxdy 4- Cdy') , (3) 
ifti = 0, d*ii = , . . . 

Or si poDgano le equasioDi 

iAx-^By + D^iO, Bx-hiCy-hE = 0, (fc) 

da esse avremo 

^CD — BE ^AE-^BD 



a? = 



JB^^kAC' *"-jB«-.UC ^ ^'^^ 



qoesti saraono i valori di x ed y pei quali la fanzione u di* 
Terr^ un massimo o no minimo. £ da notare che la d*t4 pu6 . 
prender la forlna 

Ci6 posto, 1° sapponiamo che requazione 

dx* Bdx C_ ^ 

dx 

risolata rapporto alia indetermiData j-, abbia le doe radici im- 
maginarie, e sia perci6 £* — MC <^ ; allora il trinomio 

to 

da? Bdx C ^. 

non potrii ridursi giammai a zero , e per qualanque Talore di 

-r- conservera sempre lo stesso segno ; ci6 ruol dire che la ^u 

cooserreri costantemente il segno di SLldy*, ciod qnello dl A; 
laonde si pa6 conchiudere che la fanzione u ammetter^ an mas- 
simo se sar^ B^ — kAC < ed il < 0, ed nn minimo se sari 
^• — UC<Oedil>0. 

2° Sapponiamo che V eqaazione (7) risoluta rapporto alia 

indeterminata -j- abbia le dae radici real! e disngaali, c sia per- 

ay 

cid** — MC>0; il trinomio (8) al variare dei Yalori di 
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■y riuscir^ talora positivo» talora negativo, cio6 per certi va- 
dy 

lori dcllc iDdetermiDate dx, dy^lfn d^u potrili, lodipendenteinenle 

dal segno della A, cambiar segno; conseguentemente la u non 

ammetler^ ne massimo nt minimo. 

djc 
3° Sopponiamo che Tequazione (7) risolata rapporto a j- 

abbia le d|ie radici reali ed uguali, e sia percid B* — &AC = 0, 
i valori di x e y riusciranno inBniti, sicch^. la u non ammct- 
ter& n6 massimo n^ minimo. 

Se poi ollre ad essere nullo il denominatore delle doe fra- 
zioni (5) sar^ nallo il numeratore di una di esse, anco il name- 
ratore dell' altra sard nallo, ed avremo ad un tempo le tre ec^ua- 
zioni 

J?' — 4i4C=:0, 2CD — BE = 0, 2AE — «/> = a; (9) 

avremo ancora 

2Aa? -^ By -h D = Bx -h^Cy -h E; (10) 

talmenlechc le dae eqaazioni (4) si ridarranno ad ana soltanto 

ed i valori dl a? ed y riasciranno indeterminati. Ora, perch6 

B* 
A= rjyfV eqaazione (7) dara 

'^— _£— — ?^ 
dy'^ 2A~ B ' 

men tre Tcspressione (6) si cangera nella segaente 

donde si vede cbc ponendo -^= — ^ , d^u sara nalla, e che 

per tuU' aUro valore di ^, d^u sara positiva. E siccome d^u = 0, 

d^u = 0, cc. , la differenza /(a? 4- A, y -+- *) — fi^t V) of- 

Tcro /(ar-f-ctr, y-h dy) — f[X, y), ovvero V — u (la quale c 

espressa in generate dalla serie du-h^d^u-hld^u.,.] , posto 

dy B ±Ax-hD . n ., - 

^= — 5^, y = J — , sara nulla anch' essa, menlrc 
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per tutt altro yalore di t^ » per y= ^ — , e per x qua- 

lunque, il differenziale (Tu, e la differenza (7— u a?ranno 11 
niedesimo segDO della-il; perc]6 secondoch6 sar4 il<[0 oppure 
4 > 0, la fuDzione Ax* 4- Bxy -+• Cx* -f- D^ -h ffy -f- F di yerra 
un massimo, o nn minimo. 

Se fosse J?=z: le eqaazioni (9) di?errebbero 

— iAC =0, 2CJ> = 0, 2AE = 0, 
e dorrebbe aversi 

4 = 0, C=:0, u = Dx'hEy'hF, 
oppure -4=0, D=rO, t« = Cy*-4-J&y-f-F, 

oppure C=0, £ = 0, u = -Arc'-f- Da: + F. 

Nel 1** caso la funzioDe Ax'^-h Bxy -+• Cy^-h Dx-hEy-^-F 
non ammetier^ valori massimi ud mioimi. 

E 

Nel 2"* cage, perch6 du = 2Cy 4- F , (Pu = 2C, y = — ^, 

cd X qualuuque^ se C sar& positivo la fanziotie stessa ammet- 

4CJP p 

ter& una iDfiDit& di valori miDiini tuUi uguali a — -rp — , e se 

C sari negativo, ciod se la fuDzione proposta sara Ax^-h- 

E 

Bxy — Cy'4-I>a?4-Fy-f-F, cssa per y = 5^; ed x qualnn- 

que, ammetteri una inGnitA di yalori massimi (utti uguali a 

W ' 

Nel 3^ caso infine, perch6 dt4 = 2ilx + l>, d'u = ^A , 

ar = — — , ed y qualunque, se A sara posiliva la fnozione 

Ax* + Bxy'hCy*'hDx--hEy'^F ammeUcr^ una inGnita di 

hAF — D* 
valbri minimi tatti uguali a — rj > e se A sar^ negativa, 

ciod se la funzione sari — Ax'^ -f- Bxy 4- Cy'-h Dx-hEy-^ F, 

essa per re = ^ , ed y qualunque, ammeUeri una inflniU di 

kAF 4- D' 
valori massimi tulli uguali a -rj — . 
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EsEMPio I. Abbitsi la fanzione 

11 = ar + y" 4- ( 1 — «" — j")"; 



Mrt ^ = mr'- n«"-'(l - «-- »-) - . 



---=znt/*^ — ny (1 — a? — y ) > 
poDendo 2^ = 0, ^=0» 



troTeremo 






Ora 2. = ^i^ - ^)^""' - '^('^ - '^^'^''^^ - ''^- »") 



N— Im 



-h n(n — m)a;*^*(l —a?* — y*) * » 



M— ■tfM 



+ n(n—m)y'*"'(l— «* — y*) * , 

donque 

- 2n(«--in) ^ 2n(n — m) „ »fn — m), 

S'iT 3"ir S'iS' 

per GUI sart iiC >i?'; dimanieracbd se n ed m saraono poaitifi 
cd n'^my avremo A>0, C]>0 e la u riescirii minima, se n 
ed m saranno positivi ed n<;m avremo il<[0, C<[0ela u 
riescirA massima. .^ 

EsEMPio II. Trovare il massimo di tutli i triangoli ayeoti 
il perimetro 2p. 

Sieno x^ y, jx=:Sp*— a; — -y i laii del triangolo; la saptt^ 
flcie di esso sarji espressa da 

n =: l/p(p — a?)(p — y).la? + y— p); 
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laoude arremo 

per soddisfare a queste equazioni iion possiamo poire f — y::=0, 
p — rr=Oy perocch^ ne risullerebbe 

2p=2y = a5-f-» + z, y^ap-f.*, 

2p=2a? = a?H-y-f-«, x^y-hZf 

il che i assurdo; dunqoe porremo 

2p— 2d; — lf = 0, 2p — 2y — x = 0; 

per cni sar& 

x=y = lp, z = 2p — a? — y = Jp; 
ora in ?irta di qaesti valori si trova 

dunqoe A <^ ed ilC [> 27\ ed i yalori trovati di a; e y corrf- 
apondono ad un massimo; il che i^aol dire che il massimo dei 
triangoU isoperimetri d il triangolo equilatero. 

EsEMPio 111. Trovaro il massimo di tutti i parallelepiped! 
iBcritti in una sfera. 

Sia a il diametro deUa sfera; siccome ogni parallelepipedo 
iscriCto in una sfera 6 rettangolo, ed il centro di esso coincide 
con quello deUa sfera medesima, percid a meatre d il diametro 
deUa sfera sard pure la diagonale del parallelepipedo; sieno a; ed y 

le dimensioni della sua bas^ x =Va* — a?»— y* ne sar& Fal* 

tezza, ed u=:xy v/a* — x* — y* 

il Tolume. Quindi sari 

Ai_ y(a*— 2a?^— y*) du_ x{(f'-9y*—ci^ . 
«'a?~v/a«— «»— y^' ^~ Va*—ai^ — y^' 

per coi pimremo le equazioni 

a«— 2x*_y»=0, a*— 2y*— a^=0, 

dalle quali si ha x= y = z = -yg 
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E siccome per qaesti ralori risalta 

consegueDtemeDte sarli A <] ed ilC ^ jB' ; donde si vede che 
i valori medflBimi. corrispondono ad un maasimo; duaqneilmaa- 
simo del parallelepipedi che si possono iscrivere in una sfera 6 

il cabo: il lato di siffatto cabo sari -^* 

\/3 

EsEVPio IV. Trovare la piu corta distanza di dae rette. 

Prendasi una delXe rette come assa della x^ e Taltra sia rap- 

presentata dalle equazioni 

jE=:aJ? + ft, y = ij?-+-j3; (11) 

il 'quadrato della distanza r da qd panto (x, 0, 0) della prima 
ad un panto qualunque {x, y^ z) della seconda, sarii 

OTvero r^=[x — x)'-h (te 4- /S)'4- («a; -+- «)'; 

laonde avremo 

^=2(JP — x)4-2(6a:-H0;64-2(aar4-a)a, ^=— 2(a: — x); 

... aa 4-6/3. 
qumdi a? = X = ; — ~ ; 

e siccome 

^_2(l-a-f.»). ^.^2, 5^^^-2, 

aari A>0» ed AC>J)*; dunqae pei valori* trovati di a; ed x 
la funzione u risulta an minimo. Ora esseodo rr = x si vede che 
la distanza richiesta 6 perpendicolare all'assedelle x; ma Fasae 
della X rappresenta ona qualanque delledue rette date, dunqae 
qucUa distanza medesima dev' essere perpendicolare anco all'al- 
tra; donque la piu corta distanza di due rette & una linea retta 
perpendicolare all' una e air altra. 

La verity di questo risultato puo renders! eridente in altro 
modo. Dalle doe equazioni (i) si ha 

b a6 — /da .^^a 
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tale si 6 r eqaazione della proiezione della retta rappresentaU 
dalle eqaazioDi [11] sul piano yz. Or la retta r (la cai proiezione 
sal piano yz passa per rotiginc, mentre qaelle sni piani ocy^ yz 
sono respettiyamente parallele agli assi delle y e delle z) 6 rap- 
presenUta dalle eqaazioni y = Ax, a? = r; alle qaali ^lebbono 
soddisfare i valori 2 = aj; + a» yz=zbx-h^f perchd essa passa 
pel panto [Xj y, z) della seconda retta; avremo adanque 

e siccome ana retta data dalle proiezioni x =zAz + C,y=l?2+D 
d perpendicolare ad an altra retta data dalle proiezioni 
X = AiZ-h C„ y = B^z +I>|, allorqaando si rerifica la condizione 

1 -f. AA^ ■+- BB^ = 0, percid facendo 4, = 0, ^, = — |, ^ =- , 

vedremo cbe la retta data dalle eqaazioni (11) (12) 6 perpendico- 
lare alia retta r. 

La langhezza della r sarii data dalla formola 

« // • .x flS — 6a 



VIII. II Metodo delle Tangenli. 

323. Obfinizionb L Secante di ana carva dicesi ogni linea 
retta la qaale passa per doe o pia panti di qaesla carva. 

324. Definizionb II. La tangenie ad una curva 6 una se- 
cante di cai almeno due punti d' intersezione si sono riuniti in 
on panto solo. Questo panto si chiama punto di contaito, 

325. Definizionb IIL Dna linea retta si diranon?iafeaduna 
curva in un panto dato, quando sara perpendicolare alia tangente 

che passa pel punto tnedesioio. 

326. Dbfinizione IV. Lunghezza della tangente e bmghezza 
delta normakf si dicono quelle parti della tangente e della nor- 
male comprese fra il panto di contatto e V asse delle ascisse. 

327. Definizionb V. Conducendo dal panto di contatto della 
tangente colla carva unaordinata, si chiameranno soUangente e 
sunnormale quelle parti dell* asse delle ascisse comprese. fra il 



210 IL GALCOLO DIFFEKERZIAUE 

piede di essa ordinaU e i paoti ne* quali la laDgente e la normale 
tagliano 1' asse medesimo. 

328. Problbha I. Trware Vequaxume della Mcotite alia 
curva y = Fr. 

L'eqaazione d' ttoa retta coodotta pei pimti(«» ^), («i»^i) 6 

y — /3 = a(a? — «), 
cssendo a =: ^' ^ • 

a, — » 

Ora 1° se i punti (a^ /^,), (a, /3] si troveranno ambedae 
suUa curfa y = jFa?, ayremo /a=:Fa, /3, = F<fci, 



a=: 



otj — a 



OYvcro, supponendo a^ = « + A, 

F(« -h yb) _ Fa , » 

«=-^ — ^ ; (*) 

^ F(a + fc) — Fa, . ,^. 

cosi y — 0=— i ji — ^ — (a? — a), (2) 

sard Tequazionc della secante che passa per doe punti della 
curva; a e Fa essendo le coordinate di uno di essi punti, «+A 
ed F(a 4- h) Ic coordinate deir altro. 

2° So Uno solo del punti, per esempio (<t,,/di), sari snlla 
curva, e F altro (a, 0) si trover^ al di fuori di essa, avremo 

a = ?^; (3) 

roa la retta di cui si tratta, supponendosi secante, taglia la 
curva in due punti, se (aj, /^J ovvero (a,. Fa,) d uno di essi, 
r altro potremo supporre chesia(ai + ft, F[a| + A)); per cui 
avremo la proporzione 

Fa,— ^ _ F(a|H--*) — Fa , , 
* a, — a A 

eqaindi ^ ^ F(a, -f- *) - F«, ^ ^5j 

n 

y_0 = ?>.±Lj)Zll*. («_«); (0) 



\ 
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tale sari reqoazione di una secanle che passa pel punio 
(a,, Fa,) preso soUa car?a, ed il panto («, /3) preao al di Tuori 
di easa : a, + A ^ rascissa dell'altro panto in cui la secante ta- 
glia la Gar?a. 

Faoendo nelle eqaazioni (5) e (6), a^ = x^ Fa, = Far» avremo 

A 

y— P h F — «); W 

e qnesta sari I'eqaazione di ana secante qoalonqae condotta dal 
panto (a, j3) preso al di faori della carra: Xf y rapprescntano 
le coordinate Tariabili di qnesta secante medesima. 

329. ScoLio. Si avTorta che V eqaazione (8) si mata nella (2) 
qaando ad ^ e y si sostitaiscono « e ; perdd 1' eqaazione 

dove a= -2 ji ., (9) 

rappresenterft una secante condotta da an panto (a, ^) preso al 
di faori della carva, o da nn panto a?, y delta corva, secondo- 
ch6 considereremo a, costanti ed a?, y yariablliy oppare a, jS 
▼ariabili ed ^, y costanti. 

330. Probleha II. Trovare fequaxume della tangenU alia 
€urvaj = Vx. 

V Sia (a, 0) qaei panto della car?a da cai si dee con- 
darre la tangente; avremo ricorso alle eqaazioni (1) e (2); 
immaginando che h decrescendo indefinitamente conferga verso 
lo zero (n. 32ik) , sari al limite 

a = Fa , (10) 

y-/3 = Fa{ar-a); (li) 

tale si ft r eqaazione della tangente alia carva nel panto (a, ^). 
1^ Sia (a, |3) an panto preso al di faori della carva; per tro- 
vare Tequazione della tangente condotta da questo panto, avremo 
ricorso alle eqaazioni (7) e (8); immaginando come sopra che h 
decresca indefinitamente, sari al limite 

az=:Px, a = y\ (12) 

y-.^ = F'x(^ — a), y — ^=:y\x — a.); {t3) 
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tale si c V eqaazione delta tangenle alia earYa condolta da un 
ponto [oL , ^) preso al di fuori di essa. 

331. ScoLio I. Siccome qoalanque sistema di rsioti per at ed 
y che soddisfaccia a siffatta equazione esprime le coordinale d' an 
panto possibile di contatto, percid Feqaazione (13) rapiHresentera 
una curva sa cui si troveranno i panti di contatto della carv^ 
y = Fx con tatte le sue tangent! che partono dal panto [a, ^]. La 
nalura di siffatta carva sard determinata dalla funzione Fx. 

Per Irovare tutte le tangenti che si poasono condarre dal 
punto («, ^) alia curva y=:Fxdovremo porre ledae equazioni 

e determinare mediaule 1* eliminazioae tatti i aisteni di valori 
reali per a?, y capaci di soddisfare ad esse; ogni sistema di va- 
lori rcali verri ad esprimere le coordinate d' un panto possi- 
bile di contatto. Avvertasi che i punti di contatto potranno otte- 
nersi allresi costruendo la curva y — = Fx{x — a) ; tali punti 
saranno le intersezioni di essa coUa carva y = Fx. 

332. Scouo II. L' equazione (13) ai muta nella eqaazione 
(11) sol che a;, y si cangino in a, ^ e vieeversa; percid T eqaa- 
zione 

y-^=a{»^z), (U) 

dove a = Fa?, 

rappresentera una tasgente condotta da un punto x^ y della curva, 
se considereremo xey costanti, a e variabili; rappreaeotera una 
curva suUa quale si troveranno i contatti di tutte le tangenti ti- 
rate dal punto a e j3 alia curva se considereremo xey va- 
riabili , a e /^ costanti. 

333. ScoLio III. Le cose che abbiamo esposte son vere per 
qualunque sistema di assi. Nella ipotesi per altro in cui gla assi 
sieno ortogooali^ indicando con B I'angolo fatto dalla tangcnte 
colFasse delle x dalla parte delle x positive , avremo 

it,n^O^F'x = y=^£; (lo) 



ft , 1 dx 

cos ~ zfc: 



V' ^ ^- y' V <*«2:- -r dy 



(16) 
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senfl=:=t .i=-==4= ^^ (17) 

334. PROBiEMA UL Trmxxre Fequazione delta tangmte ad una 
curva nel caso in cui F ordinata sia una funzUme impKciia del- 

roBcissa. 

Sia f{Xfy]z=0 TeqaazioDe della curva; avremo 

§d^ + ^dy = 0, ■ (18] 

dy 
e Tequazioi:.' ,14) dar& 

^(ar_o.)H-^{y_^) = 0; (19) 

questa sari I'equazione della tangente quando T ordinata sia 
foDzione impHcita dell'ascissa. 

Paragonaodo Teqaazione (19) coUa (18) si vede che ad avere 
Tequazione della taDgeote, basta sostitaire nella equazione diffe* 
renziale della curva le differenze x — «, y — ^, ai differenziali 
dXfdy. 

L'equazione (19) non muterebbe allorqnando alia /[aryy)=0 
si sostitnisse f[Xfy) = c; c essendo una costante qualunque. 

335. ScoLio. Supponiamo cbe requazione/|[a;, y]^=^ c abbia 
la forma segoeDle 

ti, V, 10... essendo fun^ioui intere e omogenee, la V del grado m , 
la 2* del grado m — 1, la 3* del grado m — % ec; avremo 

df du dv du> ^ _du * . *? . 

dd? — 32"*"55"^5?"^' • •* ly'^dy'^dy'^dy^"*' 

diguisachd I'equazione (19) si canger^ nella seguente 

fdu dv . dw \, . (du dv dw \, «> a 

^la essendo u, v, w^ ecc. funzioni omogenee, abbiamo (n. 183] 
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du du 
dx dy 



x:«-H:3r.» = *»«*» 



dv do , .. 



danque requazione della tangente sar^ 
(du do dw \ fdu dv du> ^ \^ _ c. ,a^. 

questa eqoazione rappresenta la tangente condotta pel panto 
[x^y) delta cur va qaando «,/^ si considerano come le coordinate 
Tariabili della tangente medesima; se poi si considerano »» ^ 
costanti, ed or, y Tariabili essa rappresenta una curva del grMo 
m — l,ciod la car?a di tutti i contatti della linea y=:Fx coUe 
sue tangenti che partono dal punto (»,^]. 

336. Problbua IV. Trooare requaxume della normak. 

Passi la normale pel punto (», ^]; la sua equazione sarj^ 

1® Se gli assi saranno ortogonali, avremo 

1 H- oa, = , 
1 

2^. Se gli assi formeranno fra loro Tangolo u> avremo 

l-f-aa|-H{a-f-a|) oosu = 0; 

l + acostt> , 

' a + cosci) ^ 

L' equazione della normale nel 1^ caso sari 

y-^--:J(^-«); (81) 

nel 2o caso y-^ = _*-g^(a:-a); (22) 

ed e da notare che avremo y^ = For, oppure y' = F'a, secondochd 
il punto (a,^) si troveri sopra la curva, o fuori. 
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337. CoEOiXARio I. /{ Cireolo. Sia Y equazione del cireolo 
aYremo e=ii^^ m=29 ti = a?*4-y*, f? = 0, i« = 0, ec* 

la (90) dart ckx+^y = ^. (T) 

V eqnazione differenziale della carva sar jl 

cooaegaentemente la (14) e la (21) daranno 

a?(fl: — a)4-y(y — /3) = 0. [T] 

^ fiusile il Tedere che le doe eqaazioni [T) coincidoDO. 

l^Siail ponto {x^y) salla carva; xeA y si sapporranno 
ooatanti; a, ^ rappresenCeranDo le coordinate variabili delle due 
rette (T), (2V). Dalla eqaazione (T), facendo a=:0, risolta che 

rordinalaairorigioed-; donque la Cr (Og. 1.) perpcndico- 

if 

lare al raggio OM sstk la relta rappresentata dalla (T); infiitli 



OJIf* 



r 



1 



La langente pii6 costmirsi apcora mediaote il valore di 
y^= tang (T, a) = - ?(n. 333) ; essendotangOJ»fP=^ = |; 
coDclnderemo come sopra cbe la MT perpendicolare al raggio 
OH « la Ungente (7); MTa = 180''— OMP, tang MTa =—^. 

y 

11 raggio OM essendo perpendicolare alia CT sari la nor- 
male (2V) ; il che si comprova osseryando che 

Ung (N, «) = _ i,=|. tang MOP = ^= | • 
If a sicoome 1* eqnazione (iV) si trasforma in /d = - a^ perci6 si vede 

X 

itnmediatamente che la nonnale d ana rctta U qtiale passa per 
r origine e che coincide col raggio OM. 
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3° Sia il punlo K(a, /d) (6g. 2) faori ddla carva; a e si sap- 
porranno costaDti; x, y rappresenteranno le coordmate variabiii 
delle dae retle (T), (2V). Si ogservi cbe V equazione [T)^ ciod 

pu6 trasrormarsi Delia segueole 

e meotre sotto la prima forma rappresenta manifestamente una 
retta , solto la seconda rappresenta nn circolo avenle il centro 
nel mezzo delta retta OK ciod in i^(^«, i/^), e per raggio 
BO=ii OJE = |(a*+^*}. Sopra qaesto circolo e quella retta deb- 
boDO trovarsi i punti di contalto delle tangenti condotte al circolo 
dato dal panto K(»f ^)fe siccome il circolo di cui B d il centro 
e BO il raggiOy taglia il circolo dato nei punti M ed JlTy perci6 
dovendo essi esser comuni anco alle tangenti tirale dal panto f, 
segue cbe dal panto K si possono condurre al circolo dato le dae 
tangenti KM, KM\ 

B siccome il circolo rappresentato dr:\i c.^aazione [T^ 6ia- 
dipendente dal raggio r, perci6 siffatto circolo sar^ il luogo 
geometrico di tutti i punti di conlalto delle tangenti Urate dal 
panto (a* p>) ai diversi circoli cbe si ottengono facendo ?ariare 
la r neir equazione a:*H-y*=:r\ 

338. CoBOLLARio IL Vellme e Viperbola. Qaestedue curve 
sono rappresentato dalla eqaazione 

Ax^ -h "^Bxy -h Cy^ = K; 

dove c = Jf, m = 2, u:=ilr*H-2Cj:y 4-Cy*, 

siccb^ dalla (20) avremo 

a(Aa?4- By) 4- 0(Cy + Bx) = JC. (T) 

V eqaazione differenziale della curva d la seguente , 

[Ax -h By) dx -h [Cy -h Bx) dy = 0; 
laonde avremo ancora dalla (li) e dalla (21) 

(ilx + i?y)(x — »)4-(CyH-J?a:){» — ^) = 0, (J) 

[Ax -4- By){y _ /3) — (Cy + Bx)(x — <x) = 0. [N] 






IL GALCOLO DIFFBRBNZIALB 317 

Si osservi cbe le due equazioni (7) non differiscono fra loro 
chc nella forma. 

Qaaodo poi le doe curve foasero rappresentafe dalle equa- 

zioni — ±|; = ±1, 

a? «' 

avremmo c = ±l, m = 3» u=:-jdb|j, 

du_%x *i_ % 

Le equazioni differeoziali delle corve medesime sono 
per coDsegaenza otloremo 

339. CoROLLARio III. La parabola. L'equazione finita della 
cnrva essendo 

Tequazione diSerenziale sarft 

ydy'^pdx = 0; 
laonde ayremo 

»(»-^)-p(«-«) = o, (II 

y(a:-«)+p(y-0) = O; (N) 

la (T) puo prendere anco la forma segueate 

j3y— jwc=p«. (II 

340. CoAOUARio IV. La logaritimea. L'equazioue della curva 
essendo 

is 
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avrcmo xdy — j— = 

a?la(»-0) — («-a) = 0, (T) 

xla[x — a) 4- (y — /3) = 0. (2V) 

341. CoROLLARio V. Cieloide. La cicloide d qacUa ciir?a cha 
si descrive da an panto della circonferenza di an circolo che gira 
iDtorno al sao centro mantenendosi langente ad una retta data. 
Questa curva si compone di ana in0ni(4 di rami che sovrapposti 
potrebbero coincidere perfettamente; ciascano di essi ha per base 
una parte della retta, aguale alia circonrerenza del circolo mobile. 
Si prenda la retta data per asse delle ascisse» e Torigine siaano 
de*punti in cai essa incontra la curva. Sia N (6g. 3) il panto di 
contattodel circolo mobile con tale asse, eTarco JfiVsia ugualc 
ad AN; il panto lU apparterr^ alia cicloide; r sia il raggio di sif- 
fatto circolo; Tangolo JIfOiVcompreso fra il raggio mobile OAT, 
e il raggio OiV perpendicolare alFasse delle x, pad prendere tatti i 
valori possibili da sino a =b oo ; indichiamo sifFatto angolo 
con u; qaell'arco della circonferenza avente per raggio r che 
misara tale angolo sari ru; talmentechd rispelto alle coordinate 
07, y di un panto M qaalanque della cicloide, avremo 

xz^AN-'PN, y = ON'^OQ; 
ar = r(w — sena))^ y = r(l — cosco); (23) 

di qui si ricava cos u = ^ , u = ar. cos< ^ ; 

1 r r 



per lo che snvh sen w = - y/ 2ry — y" ; 



r-^y 



e quindi af=:rarcos — v^2ry— y"- 

tale si 6 Tequazione della cicloide riferita a coordinate ortogonalr. 
Differenziando le equazioni (23} si ha 

dxT=zr{i — cos w ) rfu) = yrfw, rfy =r sen w rfw, 

r_ dy ^ rsen m _ V2ry — y« _^2r--l 
'^ dx y"" y ""^y' 
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dunquc V equazione della tangente sara 



. y-^ = ^L-!i[x-o^); (T) 

c r eqaazione dcUa normale 



^"'^^""Vlfe^''"""' 



ovvero y — ^ = — Y gr^ ^^~*'* ^^ 

342. Problema y. Tromre la lunghexxa della soUangente, 
della sunnormakf della tangente e della normale. 

Supporremo gli assi ortogooali, c rappresenteremo con 
T, Nf Stf S^ le quallro langhezze richieste, cioi la lunghezza 
della tangenle, della normale, della sottangenle e delta sunnor- 
male. Giusta le definizioni date della soitangente e della snnnor- 
male sar& (Gg. 4) 

St = PT = ±(x — OT), S^=PN=±:{ON—x); 

ed avrii Inogo il + o il — secondoch6 V ascissa del pnnto di 
contatto, ciod x^ sara maggiore di OT o minore di ONj o mi- 
noredi OT e maggiore di ON; in altri termini 5ied S^saranno 
volte nella direzione delle x positive o negative secondochd 
X — OTf ON — 07 saranno positive o negative. Ricercandosi il 
solo valore assoluto il segno potra sopprimersi; sicchS avremo 
St = x—OTy S^=ON—x. 

Ora i valori di OT ed ON sono appnnto i valori chc acqui- 
sta a nolle equazioni (13) e (21) della tangente e della normale 
qnando si faccia /3==0; dunque 

5, = |„ 5, = yy'. (24) 

Ci6 posto 6 da osservare che la lunghezza della tangente 6 
V ipotenosa di un Iriangolo rettangolo di cui y ed St sono i ca- 
tell, menlre la lunghezza delta normale 6 Tipotenusadi un 
triangolo rettangolo i cui catcti sono y ed 5„. Consegucntementc 

T=^X^T=hy'', iV=:yV^TT7'. (25) 

343. CoROLLABio I. Dalle equazioni (24) si ha 
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danque F ordinata del panto di conUtto c media proponionale 
fra la sottangeote e la sunnormale. 

3W. COROLLARio II. Circolo. a;"-4-y* = r\ 

X X 

ElHsse e Iperbola. -5-^ -^, =: =h 1 . 

ParaboUL y* = 2px. 

Logaritmiea. x=^; 



Cicloide. V equazione diffcrenziale d <fy = dr "y 

5. = » V2F- y • *'• = ^ »(*'■-»)• 

Dalla figara 3 si raccoglie che PiV= Vy(2r^ j/), oil 
MN=:\^2ry; ciascuoo di quest! ?aIoridimostracbeilfiV^editfT 
sooo respetlivamente la normale e la tangente del punto M. 



IX. I contain delle curve piane. 

3^5. PamciPio. Sieno y = /or, y = Fx^ le equazioDi di due 
curve; supponiamo che quesle curve abbiano un punto [x^^y^] 
comuDc; avremo fx^ = Fx^] la differenza dello ordinate di due 
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punti JIf [x^ 4- *, f{x^ -4- *)) I If (^0 -H A, F [x^ -+- h)) corrispon- 
deoU alia medesima ascissa jp + A , sart 

D = f(x^h) — F[x-hh} = h[fx — Fx)-h^^{r(Ki — F"x)'h.. 

"'-^ i^(r{^'^^h)-P''^{x^6h)] 

qaesta differeoza esprimeri la distanza de'dae panti Jf, JIf delle 
car?e. Ora se pel valore di x cbe ci dft /x = Fa? si avesse anoora 
fx=:FXf i dae paoti oltre arere on panto oomune arrebbero 
una comane tangeote; la differeoza D sarebbe mlnore cbe nel caso 
in cni non ayesse laogo qaesta seconda condizione, cio^ i dae 
panti Jfy M'f sarebbero pin vicini fra loro; sempre piu yicini essi 
saiebbero se pel valore x^ di x si avesse inoltre f'x = F"x: in 
generate % punH H, ir, n diranno tanto piu victni fra hro quanio 
fH grande sard il numero delle derivate di fx che per x = Xo, n- 
suUeranno respettivamente identiche alie derivate corrispandenti 
AFx. 

3&6. Dbfinizionb I. Due carye s' intende che sicno a cofUaito 
fra hro qaando banno un panfb comane ed ana comane tangente. 

347. ScoLio. II contatto di dae carye si repata tanto pia in- 
timo qaanto pin piccola £ D. 

348. Definizionb II. Dae canre x=fx, y=: Fa;, ayranno 
nel panto (x^tV^) un contatto del primo ordine, qaando sari 
fx^ == Fx^^ jf'xQ = Fa?o; ayranno an contatto del 2° ordine qaando 
sari fx^ = Fx^9 fx^ = Fx^^ fx^^ = Fx^; ayranno in generale un 
contatto deir ordine n"** quando i yalori fx^ fx^, fx^.,. f**a?o, 
saranno respettiyamente uguali ai yalori Fx^^ Fx^^ F"j?^...F"*x^. 

349. Definizionb III. Qaando due carye y=fx,y=iFx^ 
ayranno fra loro an contatto delP ordine n^ciascona di esse si 
dira aeeulairice dell'altra di qaello stesso ordine. 

250. Problema I. Dale due curve j =tx, y = Fx delerminare 
I® ee esse abbiano punti camuni , 2^ se questi punti sieno a con- 
talto fra lorOf 3° qual sia f ordine del contatto. 

1^ Porremo Tcquazione fx=:Fx; le due carve ayranno 
tanti panti comuni quanlc saranno le radici reali Xq^Xi^x^.J... 
di tale eqaazione; le radici medesime esprimeranno le ascissc di 
questi punti. 

2° Se per a; = a? la dcrivata fx non risulteri ugualo alia 



' 
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derivata F'x^ noa esisteri fra le dae curve reran contatto nel 
punto comoDe di cai x^ d 1' ascissa. 

3^ Se per x = x^ le deriTate fXffx,f"x,....p'^x risulte- 
ranno ordiDalameDle ugaali alle derivate Fx, F'x, F'"x ... F*"'jp, 
Ic due carve afranno fra loro an contatto delF ordinen nel panto 
comune di cui x^ 6 1' ascissa. 

351. Problem A II. Trovare una curva appartenente aUa fn- 
miglia rappresentata dalla equazione 7=:F(x, A, B, C, . . . H] , tak 
che abbia coUa curva y = fx un contatto deW ordine n. 

AfBnchd il contatto aia delF ordine n dovranno sassistere le 
11 + 1 eqaazioni segaenti 

f^o = F (^o» -^' ^» ^> '••) 

r^o == *" (^o» -'*» *> c> •••) 



di qaeste eqaazioni ci yarremo per determinare i valori di n + 1 
costanti A, ^, C, ...; per qaesto sistema di valori I'eqaazione 
y z=z F [Xy A, By Cf ...) yerr&a rappresentare la carva ricblesta. 

352. ScoLio. L'eqaazione y=^ [x^AjBfC, ... E) qaandonon 
contenesse almeno n + 1 costanti non potrebbe avere giammai an 
contatto deU'ordine n coUa carva y=^fx, n6 divenire una osctUa- 
trice deir ordine n di essa. Dunque una linea retta yzzzax-hb 
non pa5 essere che una osculatrice del 1° ordine, ed un circolo 
(a; — o)' 4- (y — 6)* = r' potrA al piu divenire una curva oscu- 
latrice del 2^ ordine ad una curva data. 

353. Problema III. Trovare una curva parabolica del grade n 
che abbia un contatto delF ordine n colla curva j = fx. 

Sia la linea parabolica del gndo n rappresentata dalla equa- 

zione yzziA-hBx-h Cx^-hDx* ....-hHaf"; 

A,J9, C, ...J3 sonolen + l costanti da determinarsi per modo 
che la linea parabolica venga ad avere un contatto deir ordinen 
colla curva proposta y = /a? nel punto (^o>yo» • ••)• 

Indicando con u il polinomio esprimente Pordinala y dclla 
linea parabolica, le equazioni che dovranno aver luogo per il 
contatto saranno 

fx = u, rx = -^, r^~rfx^' - (""-dx-^ f^' 
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qoando si faecia per altro x:=x^; donqae ayremo 

fx^ = A'\-Bx^'hCx^ + Dx^.... + Hx^, 
fx^= B^^Cx^ + Z Dx* ... -h nHx^\ 
fx^ = 2 C -h 2.3 Dx^ ... -f- n {n — i)Bx^^ , 



/^*»a?„= n(n — l)(n— 2),..3.2.1JI. 

qaeste saranno le n + 1 equazioni da cai ricaveremo i valori di 
AfB,C...H per otteoere I'eqaazione delia oscalairice richiesta. 
Air oggetto di esimerci dalla eliminazione si osservi che doveodo 
cssere (Xq, y^) ud puoto della parabola, i valori o;^, y^ di x^ y deb- 
bono esser tali da matare I'eqaazione della parabola stessa in 
idenliUt; cosicch^ avremo 

dunque Teqaazione della parabola potri meltersi sotto la forma 

» — Jo = * (^ — *o] -H C (a?* — a?^*) .•. -f- jff (a:* — a?^*). 

Infatti per x=Xo savk y = yo ed avremo I'identiUJi z 0. Ha 
sf^ — x^\ ova sia x = Xf^f si pa6 considerare come ngnale ad 
(x — x^Y; dunque Teqnazione della parabola polri meltersi altresi 
solto la forma seguente 

y = y^ 4-* (a? — flpj H- C (a? — a?J* .... 4- £r(a: — a?J*. 

Ora quando si faecia x = x^^ il secondo membro che si espri- 
me per u diventa y^, le espressioni di 

Ai d^u dPu rf*tf 
dx' dx*' dr'* 'da;* 

divenUno B, 1.2(7, i3.3D, ... i^Ji...nH; 

duoque le equazioni (1) che debbono ayer luogo per il contatlo, 
quando si faecia a? = a?o, daranno 

fx, = yo» fxo = B, f\ = 1.2 C, fx^ = 1.2.3D,. . .^x^ = 1.2.3... nff » 

donde si ha 

y-/a?„ /r- ^ , ^-f2 • ^~"lA3'-^~lA3.,,n' 
cosi 
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sara 1* eqaazione ddla corva parabolica del grado it, arente nd 
puDto dato (a?o, y^) an contalto dell'ordine n coUa cnrva y=zfx. 

354. CoROLLABio. Quando n = l la parabola oscalatrice si 
Gambia in una linea retta; essa ^ espressa dalla eqaazione 

e rappresenta perci6 la tangente alia carya yr=fx nel panto 
(^o>yo)' ^^ tangente si pa6 adnnqae oonsiderare come ana linea 
oscalatrice del prime ordine. 

355. Problbha IY. Trovare un cireolo U quote ahUa un emh 
taUo del V del V ordine coUa citrva 7=/x fiti pmUo (x«,yo). 

Sia Feqaazione del cireolo 

(a-ar)»H-{6-y)« = r*; (2) 

differenziando dae volte avremo 

(a — ar)(fcr-f-(6 — y]dy = 0, 
{b-y)dry — dx^-dy' = 0; 
ovvero a — x-h{b — y)y' = 0, (3) 

in qaeste eqnazioni dovremo sostitaire ad y, \fy y" i loro yalori 
tratti dalla eqaazione della carva; di pia dovremo sostitaire ad« 
Fascissa x^ del ponto [x^f yj) nel qaale dee aver laogo 11 contatto. 
Supponendo esegaite siffatte sostitazioni si vede apertamente ; 

1° Che il cireolo avr^ an contatto del 1^ ordine colla carva 
y=fXf allorqaando il raggio r e le coordinate a^b del centra 
soddisfaranno alle dae eqaazioni (2) e (3); ma siccome ona di 
qaeste coordinate rimane indeterminata, pcrci6 nalla vieta che 
esse si considerino come variabili; allora Feqaazione (3) rap* 
presentera una normale alia carva nel ponto [x^ y^) del contatto. 
Da cid sMnferisce che ogni cireolo il quale passa per an panto 
della curva si trova a carUatio con essa, tostoch^ ha il centro solla 
normale condotta al punto stesso. 

2^. Cbe il cireolo avrii un contatto del 2^ ordine cdlacorva 
y =zfx ove r, a, b soddisfacciano a un tempo alle tre equazioni 
(2}, (3), (4); dividendo la (3) per y', e la (4) per y", si trova tosto 

a_« = -sr.* + »r, (5) b-y = ^^; (6) 
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qaindi la (2) AH r = =fc ^^"^/^^ . (7) 

356. ScoLioL II segno di r rimane iiidc(erminalo;Iasuapo- 
sizione sar& per altro data dalle eq. (5) (6) ncUe quali a — x, b — y 
esprimono respetlivamente le proiezioni di r su gli a$si delle x 
e delle y; cosicch^ il segno di quesle quantiti indicheri da qual 
lato il ccntro del circolo osculaiore do?r^ esser posto rispetto 
alia curva. Or, siccome ci rarremo della formula (7) alF anico 
oggetto di Irovare il ?alore assolato di r, perci6 all'espressionc 
di qncsto daremo sempre il segno positiro. Se y" sar& positiva, 
prendcremo il segno +; prenderemo poi il segno -^ nel caso 
contrario. 

357. ScoLio IL Ayyertasi che allorquando Faremo parola del 
circolo osculaiore d'ana carra senza indicare Tordine del contatto 
intenderemo sempre di parlare di quel circolo che ha coUa curva 
stessa un contatto del 2^ ordine. 

358. Teorema I. Di due oscukUrid alia curva y = fx fi€{ jninto 
(Xo, Yo), qt^lla delTordine inferiore non pud mai^ in prossimitd del 
contatto essere compresa fra V altra osculatrice e la curva y = fx. 

Sieno y = ^x, y = <par le due osculatrici alia curva yz=zfx; 
Tuna deirordine n — 1 ; I'altra delFordine n — 2; ayremo 

e perchi non dee ^"^^^^x^ essere uguale ad f^^^x^y porremo 
talchd, facendo per brevity 

Ic ordinate prossime al contatto e corrispondenti air ascissa x^-^hy 
saranno 
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convergendo h verso lo zero, ciascuna dclle tre qaaDtitd 

^n^oH-flA)» Jv|.w(af,+eA), ^^w(a?^4-fiA), qaalanqaesia 6, po- 

trd riascire piccola quanto vaolsi o mioore di K; dunqae se sar^ 
jff^Oy avremo per un valore di h safficientemeDtc piccolo » 

<>(a?o+*)>na?o+*)» i>K"*-*)>4'(«o+*); 

sc sar^ K<^0 avremo 

neir uno c nelFaltro caso la curva y = f^r in prossimiti del con- 
latlo non poti^^ passare Tra le due carve y=fXfy = ^x. 

339. CoROLLARio. Nessuna linea retta pu6 passare fra una 
curva ed una tangente condoUa in un punto della curva stessa. 

360. ScoLio. 11 (eorema precedence giustifica la distinzionc 
cbc si Ta de' divers! generi di conlaUo; certo d che il contatto 
dcUa curva y=fx colla y^=px 6 meno intimo del conUUo della 
curva slessa y=fx colla y = ^tx^ la quale d compresa fra y=fx 
ed y=zpx; una curva yz=:Fx che avesse colla curva y=fx 
ncl punto M un contatto dell' ordine n sarebbe in prossimiti del 
contatto compresa fra y=:/Ir ed y=:v|/a?; percid essa avrebbo 
colla y=zfxun contatto a cosl dire maggiore dl quello che ba 
nello stesso punto la.y = ^x colla y = fx; percid il contatto pu6 
dirsi tanto piii intimo , quanto piu grandc sarft il suo ordine. 

361. Tborema II. Due linee a contatto fra loro si taglie- 
ranno o no^ secondochi il contatto sard d' ordine pari o dispari. 

Sieno y=fx,y=zy\fx due curve aventi tra loro un contatto 
deir ordine n; la diiferenza D di due ordinate prossime al con- 
tatto (x^, yo) ^^ 

sia f "**> x^ — v|/"***a?o > 0; se sari n pari, D sari positiva o nc- 
gativa secondochft sara positiva o negativa h; se sara n dispari, 
D sard sempre positiva; ciod per n pari avremo 

lo due curve si taglieranoo; per n dispari avremo 

c lo due curve non si taglieranno. 
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« 

963* CoBOLLAUo. Una curva d sempre tagliata dal suo circolo 
oscalatore. 



X. La canvessitd e la concavitd delle curve. 



363. Definizione L Diremo che una carva presenta in un 
punto dato [x^^ yj la sua convessM air asse delle x qaando 
condacendo in tal punio una tangente, la tangente medesima 
in prossimiUi di esso, si troyeri compresa fra la cunra o quel- 
le asse. 

364. Definizione II. Diremo che una curva presenta in un 
punto dato [x^, yj la sua concavitdL all' asse delle x quando 
conducendo in tal punto ana tangente, la curva in {prossimiti 
di essoy si trover^ compresa fra quesla tangente e quell' asse. 

365. ScoLio. Nel caso ddla conTcssita,qualsivogliaordlnata 
della curva prossima alFordinata y^ sard maggiore delF ordinata 
della tangente corrispondente alia medesima ascissa. Nel caso 
della concavity, qualsivoglia ordinata prossima air ordinata y^ 
sara minore deir ordinata della tangente corrispondente alia 
medesima ascissa. 

366. Teorema. Una curva data dalP equcuione y = fx pre- 
senterd nel punto (x^* J^ la siui convessitd o la sua concatntd 
alfasse delle x, secondochi fx^ ed T'x, avranno il medesimo segno 
o segni conlrarj. 

Le espressioni analitiche d'una ordinata della curva e 
d*una ordinata della tangente corrispondenti all* ascissa x^-^-h 
sono 

fx,±^hrx,+!^rx.'...±-^^^r[^o'^f^i^); /■«o=tv'^o; 



di qui vedesi che la differenza D delle due ordinate d data da 

c siccome pu6 la h prendersi si piccola che il prime termine 
a?anzila somma di tutti i susseguenti, perci6 ^ manifesto che D 
sard positiva o ncgativa secondoch^ sard positiva o ncgaliva f 'x<,. 
Cid ayviene per fx^ positiva, vale a dire per tutti i punti 
della curva situati nella regione delle ordinate positive. Per 
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f 

t 

fx^ negaliva , cioe pei punti situati nella regionc delle ordi- 
nate negative arvcrrebbe il contrario; D sarebbc positiva o 
negativa secondoch^ fosse negativa o positiva f'x„. Ma qaando 
1) e positiva la carva presenta nel punto (x^ , y^) la sua conves- 
sita ali'assc delle x, e quando 6 negaliva presenta la concavila; 
dunque rimane dimostrato V asserto teorema. 

367. ScoLio. Sc fosse fx^ = e non fosse f"'x„ = 0, la curva 
in prossimita del punto [x^ , y„) non sarebbc tutta dalla mede- 
sima parte della tangcnte , ma tagliata da essa. Se poi fosse ad 
un tempo fx„ = , f'x^ = , allora la curva presenterebbe 
nel punto [x^, yj la sua convessiti o la sua concavity alPasse 
delle Xf secondocb6 fx^ ed f'^x^ avessero il medesimo segno o se- 
gni contrarj. Se riuscisse nulla p^x^ dovrebbe pure csser nulla 
f'x^j e cosi di scguilo. 



XI. Le derivate e i di/ferenziali delV arco, e delV area 

di una cun^a plana. 



368. Problema I. Tromre la derivata e il differenziale di 
un' arco essendo data V equazione j=z(px della curva di cui esso 
i parte, 

L'arco sia CM = 8 (fig. S). Immaginando che Tascissa OP 
si accresca della quantita PP' = A, Tarco si accrescer^ della 
quantity Jlfir=A«; dobbiamo adunque considerare Tarco t 
come una funzione Fx della x. La derivata e il differenziale ri- 
chiesti dal problema altro non sono che la derivata ed il diffe- 
renziale della Fx. Supporremo che da ilf a J(f' le ordinate della 
curva vadano crescendo al crescere della ascissa:condurremo la 
corda JUM\ la retta MQ parallela air asse delle x, ed una tan- 
gente alia curva nel punto M; avendo cura di prolungarla finche 
incoQtri V ordinata del punto JIf . Si osservi che V arco MM' e 
una media fra la corda ATM' e la linea spezzata ML^LM'; 

MM = x/{Md -hJMTO) = h\/[i-h (y'-h I y"A 4- ...)'J 

LQ = MQ tang LMQ= hy\ ML= \/{MQ''hLQ)= h^[i 4- y ') 



Fix 
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passaodo ai limili 

inoltiplicando per cix sara 

d$ = V{dx''hdy'); (2) 

y'=^'a: = ^^ 6 data dalla equazione della curva. 

369. Problbm A IL Trovare la derivata e il iiffermziak del- 
Varea d' una curva plana y = f>x. 

Dicesi area A' una carva piana V eslensioDe compresa da 
un arco di essa, le ordinate corrispondeDti alle estremita di 
qaes^o arco, e I'asse delle ascisse. Poniamo meDte alFarea 
CMP = t: 86 I'ascissa si accrescerd della qaaotiti PP' = A, 
siffatta area si accrescer& della qaantit^ MPFM'= At; danqae 
r area t deve considerarsi come ana fanzione fx della x. La de- 
rivata e li differenziale richiesti dal problema altro non sodo 
che la derivata e il differenziale della fx. Supporremo come so- 
pra cbe da IT a Jll' le ordinate della carva yadano crescendo al 
crescere delF ascissa ; e condurremo la relta M'N parallcla al- 
r asse delle x prolungandola fino all' incontro dell* ordinata del 
punto M anch' essa prolungata. Si osservi che 1* area MPPM* 6 
una media fra i due rettangoli MPPQy NPFM'. Ora 

MPPQ = hy, IiPFM' = h[y^y'h-h\}fV+...]\ 

tl±J^=M\y. y + y%^\rfV 

passando al limite 

fx = y, t! = y; (3) 

molliplicando per dx sara 

dt = ydx. 

V espressione analitica di y 6 data dalla equazione della 
curva. 
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XIL V angoh di contingenza, e la curvatura 

degli archi. 

370. DEPiifizioifE. Angoh di eontingenza dicosi qaelFangoIo 
clie formano fra loro dae tangenti consecutWe d'una car?a. 

371. Pringipio. Sieno Jlf,Jlf'(Gg. 6) doe panli d'una car?a; 
MDJWE le tangenti condotte per questipanti; MO^SfO le cor- 
rispondenti normali ; ECD z= r 8ar& I'angolo che faono fra loro 
le due taogenti stesseovverole due normali. Ora osservando cbe 

ECD = i&f — CDE'^CED = M'Ea! — MDx, 

conchiuderemo che 1* angolo delle due tangenti o delle doe nor- 
mal! esprime 1' accrescimento dell' angolo MDx che la tangente 
fa coU'asse delle x, corrispondenle air accrescimento del- 
Tascissa. Ayremo adunque 

372. ScoLio 1. Osservando cbe tang t = y\ ayremo 

/^rar.tangy', d^=^X_; 

or quando dx sia quantil^ infinilamcnte piccola, stante qncl 
che diccmmo al n. 100, potra A( considerarsi come uguale a dL 

373. ScoLio II. Osservando poi che 

dS /2 ,t 

sara(n.355) * =(L±iL]! = r; (1) 

c quindi <f/= — ; 

s' inferisce da cio che in ogtd curm V angolo di eonlingenxa eor- 
rispondente aW accrescimento infiniiamente piccolo delt ascissa e 
dato dal differenziak dell' arco diviso pel raggio. 

37<P. ScoLio III. Rispetto alia curva circolare ayremo an- 

cora 

r 
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il che pud dimosUrarsi geometricameDte nel segaente modo. 
Sia r il raggio del ciroolo; s I'arco iiilf (fig. 7] , As=:MM' 
raccrcscimeDlo di qaesto arco dipendeote dali' accrescimento Ax 
ddrascissa; osservando che le due normali s'incontrano nel 
centro del circolo sar^ 

JlfOJir:l::A*:r 

oy?ero MOJUT =Ai = —; 

r 

come appunto do?eTasi trovare. 

Poneodo qnesla eqoazione soUo la forma 

Ax r ' Aflc' 
e passando ai limiti, or che r £ costante, avremo come sopra. 

— —1 * di — — 
dx r ' dx* r ' 

375. Dbfinizionb II. Uq arco si dice afere tanto maggiore 
carvatara quanto piu differisco dalla linea retta. Di due archi 
della medesima lunghezza il piu curvo ^ quello che piu si al- 
lontana dalla sua corda , o dalla taugente condotta pel mezzo 
di esso. 

376. Principio II. Sia s = AM (fig. 8] un arco di circolo; r il 
raggio; A5=:JlfSf' ; Tarco HfMW 6 compreso fra la corda 
tfW e la langente jFJT, le quali sono due rette parallele; JIf/l 
cio^ la parte del raggio compresa fra il punto di contatto e la 
corda misura adunque la quautiU di cui F arco si allontana 
dalla corda e dalla taogente ; poniamo MR = K; K sari la mi- 
sura della curvatura dell' arco STIUM'. 

Ora £= r(l — cos A^ = rfi — cos — ) ; 

di qui si vede che supponendo As costante K cresce o decrcsce 
secondoch^ decresce o cresce r ; dunque la curvatura d^un arco 

di circolo varia in ragione inversa del sua raggio ^ ed i proporzio- 

1 

nak percio aUa fraxione - . 

As \ At 
377. CoROLLARio. Poichi r =-7-; ed - = ^,si conchiude 

At r As' 
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che la curnatura di tin arco di dreolo e uguak al rapporto del- 
V angolo compreso dalk due tangenti estreme di questo arco » alia 
lunghexza delP arco stesso. 

Nolisi che crescendo Sf potr^ t crescere o decrescere, dun- 
q.ae in generate sara 

e siccomo - in quantochd serve di misnra alia carvatura del- 
I'arco d una quantity csscnzialmente positiya, avremo 

i — ^. 

quando al crescere o decrescere di $ crescer^ o decrescera t ; 
a?remo poi 

r"~ As' 

allorquando vice?ersa al crescere o decrescere di s, decrcscer^ o 

crescer^ t. 

378. ScoLio I. La cur?a(ura della circonferenza 6 in 

A^ 
tutti i suoi punli la stessa ; difaltt il rapporto -^ snpponendo 

che I'arco s varii per gradi uguali (cio^ che rimanga co- 
stante As) non muta. Ci6 non pu6 dirsi delle altre cur- 
ve; stanteche r angolo di contingenza cambia, generalmentc 
parlando, da punlo a punto. Certo d per altro che la curvatura 
d'una linea qualunque hench^ varii continuamente in tulta 
r estensione di cssa si potr^ determinare paragonandola di punto 
in punto ad una linea uniforme la cui curvatura possa agcvol- 
mente misurarsi. Questa linea che dee servire di termine di 
confronlo d necessariamente la circonferenza del circolo. Stabi- 
liremo adunque che la curvatura d*un arco in prossimlta d'nn 
punto Jtfdato, sia indicata e debba considerarsi come uguale 
alia curvatura di quella circonferenza che meno d' ogni altra si 
allontana dai punti prossimi ad H. Or la sola circonferenza che 
soddisfil a tal condizione 6 quella del circolo osculatore; im- 
perocchd essa di tutte le circonferenze 6 quella che ha il piii in- 
timo contatto colla curva, ed ^ tale ancora che fra essa e la curva 
medcsima non potrcbbe passare alcun* altra circonferenza. Per 
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siffatte ragioni il raggio del ciroolo osculatore oorrispondenle 
ad un panto M della carva si chiama raggio cK curvaiura della 
cnrva data nel panto Mf ed il centre di qaesto circolo centra 
di curvaiura; anco il circolo stesso pa6 chiamarsi circolo di 
curvaiura. 

379. ScoLio II. In appreaso rappresenteremo il ' raggio 
del circolo oscolatore, ossia il raggio di carratora, corrispon- 
dente al panto (x^, y^) della carta y =/Sr, oolla iettera p; per- 
lochdsarii 

aSO.ScoLioIILOssenrando che lf=, y\/l -+- y«, # '= Vilify*" 
(n. 2>¥% 368), e facendo %f= tang t , la formala (3) dari . 

Qaeste formale si aaano nel caao che la a; sia la variabile in- 
dipendente; se la a; fosse fanzione di qaalsivoglia variabile I, 
allora sarebbe (n. 907, Es. 11} 

Ediqniysapponendo « variabile indipendente,ciod f'=Va?^+y'*=0 
che d qnanto dire d(ife* -4- dy'}=0, avremo (n. 907, Es. IV) , 

of y dxds dyds 

^-~7^~a/" ^^ (Py ~~ d^x' 

381. ScoLio ly. Indicando con a, fi le coordinate del cen- 
Iro di cnrvatara d* an panto (x^ y) qaalanqae della corva d 
manifesto che esse dovranno considerarsi come variabili dipen- 
denti dalla x : nallameno » e dovranno sempre soddisfare alle 
dae eqaazioni segaenti (n. 355.) ; 

(« — a?)'4-(/a — y)" = p% (a — a?)dir-f-(^ — y)dy = 0; 

dalle qnali si ha (*) 

(*) £ manifesto che dalla eqnazione^ =^ si ricava 

a 



ft^rf"" 6:fcrf^ \75*5d« 

3S 
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dx dy Vdx*-hdy* A' 

di qui poi si ricavano le due formule 

delle qaali ci possiamo servire per delerminare le coordioale del 
ceniro di corvatura corrispoodente ad un panto dato (x^ y] 
della curra. Sostitueodo il valore di p (o. 379) , avremo pore 

a-x = y''^, (9) ^-y=Y' (*^) 

382. ScoLio v. DIcasi a Tangolo che il raggio p fa col- 
r asse delle x dalia parte delle x positive, b qaelio che esso fa 
coirasse delle y dalla parte delle y positive; siccome il raggio 
(> posto suUa Dormale, avremo (n. 336) _ 

dx _,dy,. , . da? /.» 

taiiga=— ^, cosaz==fc^ (a), co86 = =fc:^, (b) 

t *' ,. dx" 

COST a = -Ti f COS ft = Ti . 

Dalle formole (7) (8) si ha 

(*-^r=|!p% (0-»)'=g'p% 

. cos'a 1 cos** 1 

estraendo la radice per modo che le equazioni abbiano luogo 
quando p d positivo (n. 356), avremo 

a — X . fi — V 
G08a = , C086=:^- -] 

9 9 

ora si osservi che esseudOy stante le equazioni (7) (8) , 

» — X ^dff^ j5 — y _<fe. 

p A ' p <fo ' 

avremo neoessariamente 

C08a=-|, (li) cos6 = ^; " (12) 

cosi il segno del cosenl di a e 6 cessa di essere indeterminalo 
come lo era nelle formole (a) (6). 
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383. ScoLio VI. Siccome le coordinate a, del centro di 
curvatura debboDo soddisfare alle equaziooi (n. 381) 

[a — xY^{^^y)'=zp' (0) 

(a — a:)(te-h(/S — y)dy = 0, (d) 

moUiplicando r eqaazione (7] per dPx, la (8] per d^y e soin- 
mando i due risultati, concbiudcremo (dopo avere sosUluilo il va- 
lorc di p dato dalla [6)]cholecoonliDateinede8iine debbooo sod- 
disfare eziandio alia segaeDte; 

(« — a?) rf'a? -h (/3 — y )d?y — da?* — dy* = ; («) 

la quale puo mettersi altresi sotto la forma 

Giova osservare che le due equazioni [d) (e) , potrebbero 
ugaalmente ottenersi differenziando dae ?olle la (c) nella ipo- 
test di a, jS, p costaDti. Qaeste eqaazioni medesime sostitoen- 
dofi i valori di y, dbr, dy^ d^x^ cfy tratti dalle eqaazioui delta 
curra yz=/!r,8iridarrannoa tre eqaazioni fra a, fiy p, ar;qaindi 
serriranno ad esprimere p , a , J3 in fanzione di x. 

Ad a?ere a, in fnniione di x bastano le dae eqaazioni 
(d) (e); qaeaCe eqaazioni aono adanqae salBcienti a mostrare i can- 
gramenti di aitaazione cai va aoggetto il centro di carvatura al 
▼ariare della x. che ^ qaanto dire al rariare della sitnazione del 
panto M[Xfy) salla corva data y=fx. £ cbiaro che se 
qaesto panto si maoverA salla carra y =/S» in an modo conti- 
nao e la percorrer^ tatta, il panto (a , Jd) cM il centro di car- 
yatara , deserivera ana carra continoa la qaale sari il luogo 
geametrico Al tuUi i centri della car?a y = /lr:qaesta naova 
carva fu detta dairHuygens evoluta della carva proposta. La 
cunra cui si riferisce una data evoluta si dice evolvents. 

38k. CoROLLARio I. Ad avere F equazione della evoluta^ ba- 
steri determinare la relazione analitica di a con J3; la quale si 
olterra eiiminando la x dalle dae eqaazioni (d) (e). Or non po- 
tendosi effettuare questa eliminazione 6nch6 V eqaazione della 
evolvente rimanc indeterminata e sotto la forma y = fx, terremo 
che r evoluta sia espressa dalla equazionc /^ = \i;a, oppure dalle 
equazioni (d) (e) prese insieme; nelle quali a, /3, perchd sono 
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quantiU che yariano al variare della x si dof ranno coBsiderare 
come fanzioBi di x. 

385. CoROLLARio II. Frattanto ^ manifesU) che le coordi' 
nate a, J3 do?endo soddisfare alle eqaazioni (c) (<f] (e), soddisfa- 
ranno eziandio alle loro eqoazioni differenziali. Ora differen- 
ziando le prime dae nelF ipotesi che a, ^^ p , y sieno fanziooi 
della Xy e che la rr, per maggiore generality, sia anch'essa fiin- 
zione di alcnn' altra variabile, e sopprimendo dipoi i termini 
che si elidono in virtA della 2* e della 3\ si ottiene 

((x^rp)d«-4-(0 — y)d0 = pdp, (/) 

dadx -*- d^dy = ; 

ediqui i + /3ay'. = 0, l + x|;'afa;=:0; 

indicando con [x^ , y,] nn panto della cnnra y=fxie con (ft^ ^^) 
il corrispondente centro di cnrvatura sari 

Questa d la condizione che si csige afSnchd^due rette che fanno 
coirasse delle x tali angoU da avere f a?|, ^^a, per tangent! trigo- 
nometriche, sieno perpendicolari fra loro; or le rette che formano 
siffatti angoli coU'asse delle x sono Tuna tangente alia cnrva y ==f£ 
nel panto (^j , y^) , 1' altra tangente alia cor?a /^ == vj/a nel panto 
(»|, /^), duiique la tangente aUa evoluta nel punto (a^, /^i) risuha 
narmale aUa evoloente nel punto carriepandmte (Xj, y,) ; conse- 
gaentemente la normale alia curwa = ^a nel punto (a^ , 0|) e 
la tangente aUa sua evolvente y = fx ne/ punto (Xj , y,), sono pa- 
raUeh fra loro. 

386. GoHOUARio IIL Or V eqaazioae (d), qoando si rillettar 

che 1^ = — ^, diventa (a — a:)rfi3— (^ — y)da = 0; dunque 
(V. p. 233 , nota) 



da _ d^ _ (g — x)du •+• (fi- - y) d)5 __ ifc y^dat' h- o^^* 
a — a?^/a^y"" (a — ii?)«-h (/3— y)*^ ~ " ^ * 

Indicando con 5 an arco della evoluta compreso fra un punto 
fisso ed il punto mobile (a, jB) , sara 

dS* = da*4-d^'; 
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c quindi la saddetta equaxiooe diTerrft 

?~ 7' 

GOsiccM afremo dp = ±dS; 

ponendo p = %x^ 5 = fo?, avremo altresl 

doode si rede che la deriyata di ix d agaale alia derivala di px 
qualanqoe sia x : Gonsegaentemente 

5' {x -h 6j1x) = =fc p\x 4- flAa?) , 
la quale eqaazione porta a stabiiire la segaenle (n. 58) 

Kx-h Aap) — |a? = ± (9 (« -+- Ax) — ^) 

dunqae Ap = ±: AS ; 

danqae crescendo la jt di AXf V accrescimento AS dell* arco 6 
uguale air accrescimento corrispondente Ap del raggio di curva- 
tura; danqae un arco della evoluta i ugtuUe (prescindendo dai se- 
gni] aUa differmxa dei raggi di curvatura corriipondenti aU$ sue 
estremitd. 

XIIL Gli Asintoti delle curve plane. 

387. DsFiifiziONE. Aiintoto d'una carva plana dices! ogni 
relta cui pu6 questa curya medesima approssimarsi indefinita- 
mente senza mai incontrarla. 

388. PaiNCiPio. Sia y=fx T eqaazione d* yna curya > 
y^izAx-hB I'equazione d'una linea non parallela all*asse 
della y ; consegue alia deOnizione premessa che se la differenza 
dolle ordinate fXf Ax-^B corrispondenti costantemente alia me- 
desima ascissa potr& per yalori grandissimi di x riuscire piu 
piccola di qualunque qaantiti data , la retta y = Ax-hB sara 
un' asintoto della curya y = fx. DicasI a una quantity capace 
di decrescere indefinitamente a misnra che x cresce; posto che 
r asinlolo esista ayremo 

fx — Ax — B =,:±i» 
fx^zAx-r-Bdrx} 
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per cui V cquazione della carya dheiitera 

y = AX'^B:i=»; (1) 

dunqac esister^ ud asiatolo almeno , ogniqnalvoUa 1' eqaazione 
dcUa carra sara capace di prendere la forma 

y = Ax'hBdi2». 

389. CoROLLARio. Ad otteDere Y equazione delP asintoto bi- 
sogiia delcrininare A e ^. Or V equaziooe (1) ci dk 

X XX 

n n 

faccndo 0? = db 00 , avremo — =0, — =0: potrebbe — Don 

XX X 

osser zero qiuindo fosse J? = oo ; ma questo valore di 2? si esclade 
percM se I'ordiData aU'origiDe deir asintoto fosse iofinita Tasia- 
toto non esisterebbe; danqae avremo 




Trovata a, dalla equazione (1^ avremo 

B=:y — Ax=p»y 



ovvcro 




Dunque I'' se V eqaazione della corva sara y = fx^ ad ayere 
A cercheremo il valore che acquista la frazione ^ , qaando 

X 

a; zz: d= Qo ; ad aver B cercheremo il valore della quantity fx — Az 
nella medesima ipolesi di x=:zt:<x>. 

2° Se r eqaazione della curva sara p[x, y) = 0, ad avere A 

y 

porremo -:z=t),ciod sostitairemo vx Bid y e cercheremo il va- 

lore che acquista v qaando x = d=Qo ; ad aver B porremo 
y — Ax=iu)y cioe sostituiremo nella equazione ?>(a?, y) = 0, 
u>'+'Ax ady(dopo avere poslo in p il valore trovato di A), e 
cercheremo il valore di to nella ipotesi di x = :±^tx>; ai ogni 
sistema di valori per A e B corrisponder^ un asintoto. 
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EsBMPio I. La hgmitmica. yz=.ff,xz=zhy, 
Facendo x^= — qd , si ha 



B 






Cosi rasiDtoto avr& per equaziooe y = 0, ciod sara I'asso 
delle asdsse. 



.s 



EsBHPio 11. Viferhola, —5 — ^ = 1 . 



^ j a; a I a 

« _.*(*r//f t\ i_i_«P 1/(1 — aV)— 1 ^ 
« = =b-l [y/[ci?—a^)—x\=±-^) ^ p-i =0; 



I e [V(^«-a'] 



eaislODO ad«nqoe due asiatoli rappreaentati dalla equaiione 

* a ' 

e passano ambedue per 1' origine degli assi. 

fx 
390. ScMJO I. Facendo a? = 00 il rapporto ^ prenderA il 

X 

piu delle ? olte la forma ^ ; il suo valor rero sari adunqac 
quello cbe riceve fx per a; = oe '; dunqae 



A=) fx, B = } (fX'-xfx), 




= } ifx-xfx] 



iDdicando con a:^, »„» ^0 i vatori di a;, y, y' qaando si fa a: = qo . 
Soatitaendo qaesti valori di -4 e * nella equaiione y^zAx-hB , 
esaa di?en(erii y — !fo = S'o(^ — ^J 5 

questa 6 r equazione della Uuigenle che tocca la curva y = /« 
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nel punk) (x^, y^); dunqae rasiotolo d'aoa cnrva si pad coDsi- 
derare come una tangcnte che tocca ipiesta carya medesima in 
un panto sitaato ad ana distanza infinita dall'origine. 

391. ScoLio IL Supponiamo cbe Feqaazione f>(ap, y) = della 
car?a possa prender la forma 

ciod cbe dessa possa risolyersi in pia parti ciascana delle qaali 
sia una fuiuione omogenea delle variabili x^ y; la 1' F{Xf y) del 
grado m , la ¥'f{Xf y) del grado it, la 3* ^\t(Xf y) del grado p, ec.; 
e supponiamo inoltre fli}>fi^p«.. Feqaazione stessa potrd 
sempre mettersi sotto la forma 

*-f(|)+^/(|)4-^+(|)+... = 0; 
raceado^=«.vremo 

X 

a?*Ft? 4- ar*/fe -*- a:' \|; t? 4- .. = 0, 

ovvero Ft? 4- a^'"^fv -+• «'""*4/!? . . . = ; 

e per 07 = 00 oUerremo F© = o?yero FA = 9; 

ogni radice reale di quesla eqaazione sari an valore di A. 

Ad oUener B pongasi y — Ax=zu>, y:=:Ar + io; avremo 

danque, perch^ FA = 0, sara 

fiBiceado a; = oo » e supponendo che F*A » fA non sieno nalle nd 
infinite, avremo 

u>FA-hfA = se sara » = m — 1, 

u>FA =: se sarii n < m — 1, 

«>F'il = oo se sari n>m — 1; 
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mile quail equazioni to dee caogiarsi in B9 perchc (ale si ^ il 
soo ?alore allorquaDdo x 6 inOnilo; doiicpie 

l®Perfi = m — lyavremo iB = — ^. 
L' eqaasione dell* asintoto sard 

y =z Ax — jpTj* ♦ 

A essendo data dalla eqaazione FA = 0. 

Rappresentando con y=:Ax ana retta ode pasti per V ori- 
gine parallela air asintoto , avremo 



"(!)=•. ^^®=0: 



dunque la funzione omogenea del grade m uguagliata a zero 
dara in qaesto case nna eqnazione rappresentanle tutte le rctte 
parallele agli asintoti. 

2** Per n < m — 1 , avremo jB = 0. 
V eqnazione dell*asinfo(D sarA y^^Ax; 

A casendo data daUa eqoazioiieFA =0; qui pore afremo 



f(|) = 0. ^-f(|)=0; 



fn tat caso gli asintoti passeranno tutti per 1' origlne, e saranno 
compresi nella eqnazione cbe si otliene uguagliando a zero la 
ftinzlone omogenea del grade m. 

3^ Per n'^m — l,a?remoi? = ao. L* asintoto, ehe qaesto 
risnltato pone ad una distanza infinila dairoriginc, non esiste. 

EsEWio L II folium di Cartesio ^' + y' -^ ^axy = 0. 

• • • 

doBqne r asintoto sart parallelo alia retta j;* + y' = o?vero 
^+y = 0, cio6 ad AB (fig. 9)clie passa per T origine e taglia in 
parti ognali V angolo compreso fra il semi-asae delle x positive 
e il semi-asse delle y negative. 

fA:=i^9ay^ = ^^A:=:da, « = — f^= — a. 

X r A 

V equacione delP asintoto saii y =: -^ « — a ; faoendo V ordinate 

at 
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air originc 0C= a, la rella condoUa pel pnnCo C parallela 
ad AB sara r asinloto stcsso. 

EsEMPio II. Rispetto alle curve comprese nella eqnazione 

«tf ' -f- b^ -h cx^ -h ey -\^ gx -^ h=zO , 

sara FA = aA'^bA-he = 0, A = — ^ ^^^ —, 

FA=2aA-f-*, ^A-hb = :±=Vb^ — kac, 

fA = eA+g, B^-^^^. 

L^equazione data sappiamo rappresentare rellisse, Tiperbola, o la 
parabola secondoch^ b^^-iac e minore, maggiore , o ugaale alio 
7cro; nel caso della ellisse A diverrebbe immagiDaria , nel caso 
della parabola fdiverrcbbe inflnila; danque dellc curve com- 
prese Delia equazione generate del 2^ grado, solo 1* iperbola am- 
melte asinloti e ne ha due; i quali corrispoodono ai due valorl 

fA ~4~9 

di A. Tali asintoli sono dali dalla eqaazione y=:Ax — ^-^ — ^^ « 

392. ScoLio III. La regola esposta al n. 389 qoando ai cangi 
X m y e viceversa, serve pure a dcterminare gli asintoli non pa- 
ralleli aU'asse delle x. 

XIV. I punti singolari delle curve piane. 

393. Definizione I. Diconsi curve algebriche tulle le curve 
comprese nella equazione 

.... {p "{' qx -h rx* . . •H-tMP^jy'^rO. 

39&. ScoLio 1. Le curve algebriche si dividono in crdini; Tor- 
dine d'una curva d dalo dal grado della sua equazione. 

La partizione delle curve algebriche in piu ordini nou sa- 
rebbe esatta se cangiando glj assi ortogonali il grado della equa- 
zione d'una curva cambiasse. Or qnesto cambiamento di grado 
non pu6 avvenire giammai, perchd le espressibni analiiiche che 
si pongono nella funzione in iuogo di or e di y aU'oggetto dt mu- 
tare gli assi sono cspressioni lineari, per le quali il grado della fun- 
zione medesima non pn6 abbassarsi ne inalzarsi. Questo ci assi- 
cura che la divisione dellc carve algebriche in ordini ^ vo- 
hila dalla nalura slessa delle equazioni. 
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395. Scouo 11. Per allro sifllftUa dif isioiie noo ^ la sola che 
si faocia tra le carve algebrictae; pero€cb6 per ogni ordioe si 
raiiQO altresi piu class! o generi » e dei generi piu specie, secoodo 
la nalura delta curve che si oltengooo pei valgri partieolari dei 
coeScieoti a^b^c^d, ec*' Le linee del 1^ ordine si riducoiio alia 
lioea reUa. Le linee del 2^ ordine fanno luogo a Ire generi di- 
versi di corve, i qaali sono I'ellisse, la parabola eFiperboIa. 

L'enumerazione delle linee del 3^ ordine si fece primiera- 
OMote dal Newton, il quale seppe rin venire nella equazione gene- 
rale del lerzo grado tra le coordinate Xf y quallordici generi di linee 
che comprendono settantadue specie o famiglie diverse di curve. 
Lo Stirling tenendo ferme le quallordici dassi principali del 
Newton aggiunse quattro specie; dipoi due ne aggiunse il Cramer; 
cosicch^ si contano di presente seltantotto specie diverse di linee 
del 3^ ordine. 

396. Sc<M.io ill. L'equazione generale d'un certo grado com- 
prende non solo le linee dell* ordine indicato dal grado medesimo; 
comprende quelle altresi degli ordini inreriori. Per esempio I* equa- 
zione del secondo grado (Ay'hBx-hC)(Dy + Ex + F)z=zO^ 
sarA vcriGcata da tutli que'valorl di x edi y che soddisfanno alle 
equazioni .4y + J7x + C = 0, Dy-^Ex-^ F=0» le quali rappre- 
sentano due linee rette; dimanierachd T equazione proposta non 
appartiene propriamente parlando ad una linea del 2^ ordine, ma 
bensl a due llnce del 1°, cioe a due linee retle. L'cquazionc del 
terzo grado [Ay -hBx-h C){Dy^ -+- Ex* 4«F) = comprende una 
linea del 1^ ordine, la cui equazione i Ay-hBx-hC^zO^ 
ed una linea del 2^, data dalla equazione 2>y*+ £^'-4- F==0. 
L' equazione del 2'' grado y'-f-x" — 26y^2a«-f-A'H-a'=0, la 
quale si pu6 metlere sotto Id forma [y — ()*4-(x-^a)*=:0 non 
potcndo essere veriflcata che dai valori a? = a, y = 6 (esclusi 
grimmaginarj) rappresenta un punto di cui a,i sono le coordi- 
nate. L*eqttazione del secondo grado «*+ y*= 0,|la quale si risolve 
nellc due a; =0, y = 0, rappresenta anch'essa un panto che coin- 
cide coH'origine degli assi coordinati* 

397. Teorkma L Una linea reiia nan pud iwxmtrare una cu va 
algebrica deWordine m in piu di m pun(L 

Prendasi la rctta di cui si tralta per asse della x; la sua 
equazione sari y = 0; T equazione della curva sia f> (or, y) = 0. 
Lo coordinate de*punti dove due curve s'incontrano debbono 
soddisrare a un tempo alia equazione dell* una ed a quclla dclFal- 
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tra; daoqoe taoti saranno i piuiti d'incontro cMla rella colla conra 
quante sodo le radici reali deila eqaaxione in cai si nuleri 
9(a;,y]=:0 faoendo yc=0; qaeste radici madesime saranno le 
ascisse dei pnnti d*iocf»tro. Or Teqaaiione ebe si ottiene tth 
cendo y r= sarii al piu del grade m; danque <t polrt arere al 
piu m Talori reali. 

398. CoROLLABio. Una linea dd 1** ordlne non pad essere 
incoDlrata da una linea reila in pid d'nn punto; e siccome non 
v'ha alcuna enrva cni sia dale godere di siffatta proprietii , per- 
€16 qualanqae linea del 1^ ordine 6 forza che sia una tinea 
retta. 

399. DEFiNizioifE II. Diconsi curve iraseendtnH (ntte quelle 
curve le quali si trotano rappresentate da eqnazioni Irasccn- 
denlt. 

400. ScoLio I. DellH cnrve trasceodenti non po6 farsi alcana 
generate divisione, sCanCecM non possono comprendersi tuttein 
una sola equazione come si fa rispetto alle curve algebricbe* 

401. ScoLio II. In ogDt cur?a debbono principalmenle con- 
siderarsi due cose ; 1° la sua qualila di curta finita o infiniia ; 
2*^ i punli singolari che presenta nel suo andameoto. 

402. Bbfinizionb III. Una curva ^ finila in doe casi? 
1^ quando essa d curva rientranle come Tellisae, V qnando 
non essendo rientrante ha le sue estremiUi determinate e 
iisse. 

403. Dbfinizione IV. Una curva d infiniia allorqnando al* 
cun ramo di essa si eslcnde indefinitamente seguendo una legge 
data; in virtu della quale questo ramo non pod giammai incoo- 
trare un limite cbe ne arresti il corso. 

404. Dbfinizioitb V. Un punlo d'una corva prende il nome 
di punlo dingolare allorquando indipendentemente dalla si* 
toazione degti assi, gode di alcuna proprietii non coranne agli altri 
punti di essa. Puoti singolari sono i punii di fernuiia^ i punti 
angolariy i punii di ftesio conirario^ i punir muUipli. 

405. Definiziokb VI. Pwiio di fermata d ogni punto nd 
quale un ramo della curva si arresta per non proseguire oltre. 

406. Dbfinizione YII. Punio angolare 6 ogni pnnto nel quale 
due rami di una curva si riuniscono in guisa da formare un an- 
golo curvilineo. I punti angolari sono di due generi; alconi sono 
punti salienii, altri punli di regresso. 

407. Dbfiniziorb VIII. Punio ialienU d quelle nel quale 
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s' iDOontrano doe rami d*uoa corva ia niodo da avere nel punlo 
medesimo doe diverse taogeotL 

MS. DErmuiOHE IX. Pwnlo di regreao d queHo nel quale 
sMocontrano dae rami d*ana curva io modo da avere nel paoto 
medesimo noa comane tangente. 

409. Dbfikizione X. il panto di regrcsso diccsi poi punto 
di regresso di prima tpeei$ o punto di regruto di seconda specie se- 
condochd la tangente passa fra i due rami^ o ii lascia ambedoe 
da ana medesima parte* 

410. DEFfHisioinE XL Ptmto di fheeo emtrario i ogni ponio 
nel qaale mia carva senza fare angolo cessa di esser convessa 
per difenir concafa o vicetersa. 

411* 8golio« La tangente condotta pel ponto di flesso con- 
trario taglia la carva, percM la tangente i sempre posta al di 
ftaori delta saa convessit^ 11 panto D dclla corra EOF (fig. 10) A an 
punto di flesso contrarfo; essendocM questa cunra non presenta 
alcan angolo in D, ed osservata dal ponto D si mostra da una 
parte convessa e dairaltra concafa (n. 363 e 364]. 

413. DEPimnoiiB XIL Punto multiph ^ ogni ponto nel qoale 
i rami d*ana curva facendo piu giri s* intersecano o si toccano p!6 
volte. U ponto multiplo prende il nome particolare di ponto (fop- 
ptOy IftpIOf quadruplOf ec. secondocbd la curva s'interseca in que> 
sto panto medesimo ona volta, doe volte, tre volte, ec (fig. 9} 
i on ponto do^ppto, E (fig. 11) on ponto triple, ec. 

413. Defihizioiie XIII. Centro d'una corva dicesi ogni punto 
che divide in dae parti ugoali totte le rette che passano da csso, 
e che hanno le loro estremiti solla corva. 

414. DEFinmoNE XIV. Una retta si dird diametro d*una 
corva qaandodividerA in parti ugoali onaseriedi corde paraliele. 

416. DFFiifiziO!fB XV. II diametro d'ona corva prende il 
nome di as$e della curva stessa allorquando i perpendicolare alte 
corde che esse divide per metd. 

416. Defirizione XVI. Venice d*ona corra dicesi ogni punto 
nel quale essa i incontrata da un suo asse. 

417. ScoLio. Le sunnotate particoIaritA delle curve si riscon- 
trano ancora nelle equazioni da cui sono rappresentate; anzi sc 
ne rinvengono altre unicamente dovute a queste equazioni mede- 
sime, come risolta dalle cose che passiamo ad esporre. 

418. I. Curve continue, b eahi infiniti. 

1"* La curva rappreeentata dalla equazione j^tx sard 
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continua fra b ordinate eorrispondenti alle a$ei$$e a, b, alhr- 
quando Tx sard una funziane continua fra % UmUi x = a, x = b* 

2^ Se la funsdone fx per cerii vahri di x diverrd disconti- 
nua^ anche nelPandamento deUa curva si riscontrsranno certe 
interruzioni corrispondenti agrintervalU ehe sipresmteranno neUa 
swcessione dei vahri reali delta funziane. 

Siffalta discontinuita potri aver luogo in tre casi diversi; 
i quail sono stati indicali al n. 21. 

3° La curva rappresentala dalla equaxione y = fx avrd un 
ranu^ infinilo quando crescendo la x in un tnodo continua da 
x^ a + Qo , o dax^ a — oo la j varierd in un modo continua 
senza acquistare giammai un vakn^ infinito ni immaginaruK 

EsEUPio I. Dalla equazione deiriperbola rirerila agli asiotoU 
.xy=a9 si vede che y si mantieoo continua daa?=:Oaddp=:±ao; 
dunqoe la curva si estende indefinitamenle nelle due regioni 
[~H-xr,-h2(]f [ — a;,— y]. Ma siccome x = 4k y = ao si con- 
ciiiude che Tasse delle y non incontrak curva. Duoque la curva 
si compone di due rami inGniti disUnii e separaii fra loro. 

EsBMPio IL Dalla equazione della logaritmica a;* = e si vede 
che da ^ = ad d? = oo, y & continua ; dad? = add?:== — oo, 
y d immaginaria: da ci6 si conchiude che la logarttmica a;'=« 
ha un ramo infinito nella regionc [+ ^ » 4- y] > e che essa non ai 
avanza dalla parte delle x negative. 

EsBMPio III. Dalla equazione y^^-y^ si vedcchcdaJ?=rO 

ad a; = 00 si trova y = a; da x=zO 9A x=. — oo si trova 
y= — a; dunquc 1' equazione proposta rappresenta una linea 
a due rami che si estendono indefinitamenle nelle regioni 
[H-^>+y]» [ — Xf — y] i quali sono interrotti e separati fra 
loro dair asse delle y : in altri termini la proposta rappresenta 
due linee paralleic alF asse delle x (fig. 12} » opposte fra loro , 
Tuna siluata al di sopra F altra al di sotto di esso, ad una di- 
stanza designata da a. 

EsEMPio IV. Dalla equazione y = =fc ^x{x 4- c]ix — b) si 
vede che per ogni valore di x compreso fra & e + oo , y riccve 
due valori uguali e di segno contrario , i quali (prescindendo dal 
segno) vanno sempro crescendo al crescere della x; ad x = 6 
corri9pon.dc y=:0; dunquc la curva taglia Tassc dclie x sai 
una dislanza 0^4 = A(lig. 13) dairorigine, e si eslcndc indefinita- 
menle nelle due regioni [H-a:, 4-y], [-f-a?, — y]. Per ogni va- 
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l6re di X compreso fra e -f- &> y 6 imrnaginario ; donde si vedc 
chc Tra Y asse delle y e la perpeodicolare inalzata all' estremita 
dcir aacissa + h non d compresa alcu na parte della curva^ Ora 
si muti a: in — x\ avremo y = =fc ^x^c — x][x -4- 6) ; di qui ri- 
salla che ad ogni valore di x compreso fra e c, la y ricc?e due 
valori uguali e di segno contrario; a;=icd^y = 0; x^c ibi 
y imrnaginario; dunque la curva dalla parte delle x negative 6 
una linca rientranle» tutla compresa fra I'asse delle y e la per- 
pendicolare inalzata alia estremita dell' ascissa — c. Dunque 
Tequazione proposta rappresenta due curve, Tuna inGniCa situata 
dalla parte delle x positive, Taltra chiusa situata dalla parte delle 
X negative ; lo quali curve sono distaotl fra loro dclla quantify r. 

419. II. Massima e minima ordinata. Sia y = /!r I'equazione 
della curva; la massima e la minima ordinata si determine- 
ranno in quella maniera medesima seoondo la quale si deter- 
mina 11 massimo o 11 minfmo valore della funzione fx. Risol- 
vendo r equazione yz=fx rapporto ad x potrcmo trovare altresl 
la massima o minima ascissa. 

EsBMPio. Dair equazione dell'ellisse aV + ^'^* = A'^*» si 
vede che la massima ordinata corrisponde ad a: = ed d 
ugualed=6,eche la massima ascissa corrisponde ad y=0 ed e =b a. 

420. 111. Tangenti paraixele o perpendicolari agli assi. 
Sla r equazione della curva y=zfx; la tangente ad essa curva 
Del punto (a?o>yo} sar& parallela o perpendicolare all'asse delle y, 
secondocbi o^o ^^^ radice della equazione fa? = 0, di /'a? = co . 
Per determinare siffatte taugenti 6 d' uopo adunque determinare 
le radici rcali di queste due equazioni. 

EsEMPio. Dalla equazione deU'ellisse aV + &V=aV, si 
rileva che le tangent i nei punti (=ba,0) sond parallele airasse 
delle y^ e le tangent i nei punti (0,=b6) sono perpendicolari al- 
Fasse medesimo. 

421. IV. PuRTi CONIUGATI. DicoDsl (wnli contujfa^i quel punti 
le cui ordinate soddisfanno alia equazione della curva bencM 
sieno isolati, cio6 non situati suUa curva medesima. Dunque se 
(^o> Vo) ssi*^ QQ punto coniugato della curya y=/^y variando 
r ascissa d' una quanlilA piccolissima db h, le corrispondenti or- 
dinate f[x^ ± h) saranno ambedue immaginarie. I punti coniugali 
si debbono anch'essi annoverare tra i punti singolari delle curve. 

EsBMPio I. Abbiasi la curva y = [x --- a)\/ (x -^b) ; («, 0) 
sard un punto coniugato; ove per altro abbiasi a < 6. 
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EsEitPio' II. Abbiasi ift cnrva y = :*= aV[<B •+- a)[<t — a) ; 
r origine degli assi sark nn panto coniogato. 
EscHPio 111. Sia la carva 

y = k-H \/ar — a + Vx — in- V x — c ; 
dove a<6<c; essa offrir^ i dac puDli coniagati [a, fc], (5, ft). 

A'22. y. PcNTi Di FERMATA. Dalla defioizione YI, (n. 405] ri^ 
salla cbese (^01^0) ^^^^ ^^ punto di fermata delta curra yz=zfx^ 
variando 1* ascissa d' uoa quantita piccolissima db h , una delle 
due corrispondcnti ordinate f\x^ ± h] risuUer^ immagiDaria. 

EsEMPio 1. Sia la cur?a y = tt 4- (a? — a)\/x — b\ (6, m) 
sarji ua punto di fermata. 

EsEMPio 11. Sia la curTa y = x\x ; 1* origine degU assi sari 
un punlo di fermata. 

EsBMPio III. Sia la cu rvay= :\/a ?— aH -V6 — a?esiaup» 
ponga a<^b\\ ponti (a, ^h — a) (6, Vh — a) saranno due poatl 
di fermata; sicch6 la corya sanli tutta connpresa fra le doe ordi- 
nate corrispoodenti alle ascisse a e 6* 

423. Yl. Vmxi angolaki. Se [x^^y^ sara un panto aogolare 
della cnrva y^=^fx^ dovri corrispondere a ciascana delle due 
ascisse x^-^-hf x^-^h una sola ordinata, e le differenze 
f(x^'^h)^fx^f f[x^ — *)— /^o dovranno avere il medesimo 
segno ed esser capaci di diventare pfccole qaanto si vaoie al di« 
minuire di h ; oppnre se ad ana di tali ascisse corrisponderanno 
dae ordinate, esse dovranno esser tali da differire fra loro d*aaa 
qaantitA capace di riascire piccola qaanto tooIsi impicoo^ 
lendo A. 

424. YII. PuNTi ni FLESSo COHTEAMO. Se (x^«y J sarA on panto 
di flesso contrario della cnrva y=^fx. A ciascana delle ascisse 
d^o + A , x^ — h dovrA corrispondere ana sola ordinata , e le 
doe differenze f(x^ 4- A) — fx^^ f\X^ — A) — fx^ dorranno avere 
segni contrarjt ed esser ca|^i di impiccolire indefinitamente al- 
rimpiecolire di h ; oppare all' ascissa x^-^h a x^ •* A dovranno 
corrispondere tre diversi Talori di fx convergenti iutti verso fx^ 
al convergere verso lo zero di h. 

425. YIII. PuNTi MCLTiPU. Se [x^^ y^ sari an panto maltiplo 
della cnrva y=zfXf all' ascissa x^-^h^ o air ascissa x^ — A, 
o si aU'nna che airaltra, corrisponderanno tre o piu valori di fx* 

' 426. ScoLio. Le condizioni precedenti rdative ai ponti sin- 
golari possodo dirsi eriterj di verificaxioM ; i segaenti teoremi ci 
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ofErono Teramente il mezzo di determinare i punti singolari per 
mezzo della equazione deUa curva. 

427. TeouxaII. Se unpunto{Xiflj^) della curva p{x^j)=0 
sard un punto coniugato, o unpunto di fermaia^ oppure un panto 
angolare, il vtdore f» (x^, j^ sard un massimo o un minimo della 
funxumep[iL,y); nel supposto per altro eke questa funzione si 
wuxll^enga canHnua in prossimitd dei txUori x^^y^dix ed y. 

Net tre casi saindicati potremo sempre condarre pel punto 
l^o^Vo) qaante rette sivogliono tali die non tocchino Dd taglino 
la curva ne' punti prossimt ad («^,y^). Sia y=:a« + ft una di 
queste rette: fhccia essa on angolo acute cdle x positive; 

saranno doe punti delta ntta medeaima victnissimi a1 punto (ar^y^o) 
poato fra Tnno e 1' altro. I due punti stessi si possono snpporre 
GOttg:innti fra loro mediante unai curva eke d&remo f (flp,y) = 
tale che non incontri la curva proposta; ragione per cui le qaantitii 

9(0?^ — Aj?,y^ — Ay) (1) fl>(aJ, + Aj?,y^H-Ay) (2) 

avranno necessariamente lo stesso segno ; inbtti (fig. 14) se dease 
avessero segni contraij, sostituendo nella funzione f(a?»y) tutti 
i valori di x compresi fra Xf^ Ax eAx^'-+- Ax, e i oorrispondenti 
di y tratti dalla eqnazione f{x^ y) = 0, la funzione p {x^ y) do- 
vrebbe passare per lo zero; ed allora avremmo un sislema di 
valori per x^ y tale da soddisbre ad un tempo alle equazioni 
f{x^ y) = 9 f[Xy y) = 0; sicchd le curve rappresentate da que- 
ste equazioni, contro Fipotesi premessa, s^incontrerebbero. Per 
allro se nella funzione p[x^y) sostituircmo tuUi i valori di x 
compresi fra o?^ — Ax ei x^-h Ax e i corrispondenti di y tratli 
dalla equazione y = ox + 6, la funzione ^[x^y) passer^ certa- 
mente per lo zero, e ci6 avverri quando sar^x = otq, eper con- 
seguenza y = yo; stanlech^ il punto [x^f yj £ comune alia retta 
ed alia curva ^[x, y) = ; ora se la quantity 9 (^09 Vo) ^ i^^ll^ * 
lo due quantity (1) (2) dovendo avere lo stesso segno saranno 
^bedue minori ambedue maggiori di ^(x^fy^); dunque 
9> (o;^, y^) sari un massimo un minimo della funzione f>(a?>y]; 
an massimo quando le quabtiti (1) (2) sieno negative, un minimo 
quando le quantity alesse sieno positive. 

428. CoROLLARio I. Se {x^, y^) sara un punto coniugato, o 
di fermata, un punto angolare delta curva u=:p[Xy y) = 0, 

33 
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avrcmo -j- = , -=- = . 

dx ay 

429. CoROLLARio If. Perci6 Ic coordinate d*an punto coniu- 
gato, o di rcrmala, o angolarc soddisfaranao alle eqaazioni 

•=«. K=». %=': l»l 

dunqae se risolrcndo dae di siffatte cquazioai otterremo i valori 
realia? = a?^, y = yo' ^^' ^^^ potranno essere le coordinate di 
un panto coniugato, o di fermata, o angolare se non soddisfa- 
rannoamoalla terza. Soddisfacendo alia terza equazionenon do- 
vremo inferire che il panto [x^^ y^ sia di necessity ano del ri- 
cordati panti singolari; peroccM il ragionamento fatto porta 
solo a conchiadere che se le coordinate x^ ed y^ non soddisfa- 
cessero alle eqaazioni (3) , il panto [x^^ y^ non potrebbe essere 
un panto coningato, n^ on punto di fermata , vA on ponio an- 
golare. 

430. CoROLLARio III. Per determinare la tangente trigono- 
metrica che la tangente alia corva fa coll' asse delle x si ricorre 
alia derlvata del I*' ordine della equazione delta curva ; ma 
qoando il punto di contatto sarii un punto coniugato, o an 
punto di fermata o un punto angolare, V equazione derlrata 
rautandosi in identltli non potr& servire altrimenti a questo og- 
getlo. Sari d' uopo adunqne ricorrere alia equazione deri?ata 
del 2^ ordine, la quale si riduce alia seguente 

da essa si ha il valore di y', cioft 

dy* ^ ~ dxdy V Wdxdy) "" 5?^«J ' ^^' 

donde emergono i criterj seguenti ; 

1^ Per un punto coniagato non esiste tangente ; dunque 
(^09 Vo) sAi'i un punto coniagato della carya quando le coordi- 
nate x^ y y^ soddisfaranno alle eqaazioni 

^"-0 -^-0 ^-0 

dy»-"' dxdy-^' 5?-"' 

opparc qaando soddisfaranno alia condizione 

( ^^ V ^ — 
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nd 1^ caso non snssisterft 1* equazione (4), nel T i valori di y' 
diYerranno inunagiaarj. 

2^ La carva non pa6 avere in un punto di fermata ciic 
una sola tangente; sar4 d' uopo adunque che per ciascun punto 
di fermata V equazione (4) si riduca ad una equazione del 1^ gra- 
do , ed abbiasi per conseguenza 

-— =:0- 

dunque {x^f yj sari un punto di fermfita quando le coordinate 
^of Vo soddisfaranno a qnesta equazione. 

3° La curva in ciascun punto angolare ha due tangenti ; 
un punto angolare d a dir vero un punto di fermata comune a 
due rami; ciascun ramo dee adunque arere nel punto di che si 
tratta la sua tangente. Ora i punti angolari si dividono in due 
generi ciod in punti salienti e punti di regresso; nei punti sa- 
lienti le tangenti si tagliaoo e formano angolo; questo sari il 
caso nel quale le due radici delta equazione (6) son reali e disu- 
guali; e per conseguenza [x^fVo] sari un punto saliente quando 
le coordinate x^^ y^ soddisfaranno alia condizione 

\dxdy) -^dxUy^' 

nei punti di regresso le tangenti coincidono e si confondono in 
una sola; questo sari il caso nel quale 1* equazione (4) ha le ra- 
dici uguali;percid (oTo, j/o) sari un punto di regresso quando 
le coordinate x^^ y^ soddisfaranno alia condizione 

( dfuy_ dfu (Pti 
\dxdy) dx^ dy* ' 
il da notare che il punto di regresso sari della 1' o della 2^ 
specie secondochd le differenze MP — NP, M"P — NP avranno 
segni contrarj o lb slesso segno (Gg. 15). A tutti i criterj pre- 
ccdcnti deesi unire il criterio dimostrato al n° 429. 

431. Teorema III. Se la curva rappresentata dalla equazione 
u = ^>(x,y) = aifrAun punto tnultiplo [x^fj^], fe coordinate Xo, y© 

soddisfaranno aUe due equazioni -^ = , -r- = , ore pero 

lafundom u sta continua in prossimitd dei valori x^, y^. 

Sia 9 = 0^ + 6 Teq. d'una retta che tagli due rami qua- 
lunque della curva in prossimiti del punto (^o^Vo)* ^'^°^ ^'^ 
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le coordinate d'unodei punli d'Inlerseiione; X-hAJ, Y-\-^Y, 
saranno le coordinate dell' altro (flg. 16) ; siccW a?renio 

(j>(X,r} = 0, 9(X+Al,F-l-Ar) = 0, Ap[X,Y) = 0; 

a misara che X, T convergono Ycrso ar^, y^, il punto (X, Y) si 
avvicina al punto (a?o> Vq) co"»® *l ^uo limite; il che vuol dire 
che in siffatto limite potranno AX, AF cangiarsi in Ar, Ay , c 
Af>(X, T) in Af>[a?, y) ; qnindi conyergendo Ar , Ay verso lo 
zero , Ap{Xf y) converger^ verso il limite d((>{x , y) ; dunqae 
d^[x9 y)=: du = 0; consegaentemente 

du du , ^ /^v 

i; da osservarc che essendo 

r=oX-f-6, r4-AF = a(X-HAX)-4-ft, ^Y=a^X; 

AF Aw 

risulta a = -^^ ' ^ qn*ndi ^ = ^ « qualunque sia A^ ; 



dunqae 



/ Ar d«' 



per la qual cosa V equazione (6) diventa 



du du ^ 

dx dy ' 

la quale dovendosi verificare per qaalsivoglia yalore di a , si 
risolvc necessariamentc nelle due seguenti 

du ^ du ^ 

5i = «' ^ = <>' 

qucslo e ci6 che dovevasi dimostrare 

432. Teorbma IV. Se la curva^[Xfj)=0 cnti^^unpuniodiftesso 

d'y 
conirario [x^, jo], sard ^ = ©• 

Supponiamo che F equazione delta curva abbia la forma 
y = fx; conducasi pel punto (^^lyo) una tangente alia curva ; sif- 
fatta tangente traverser^ la curva medesima; percid indicando 
con D, I)^ le distanze di due punli della tangente corrispondcnli 
allc ascissc Xo-hhy x^ — A , dali'asse delle Xy le differenzc 
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saraDDo di segno contrario (Bg.17). Or siccome PeqaazioDe della 
taDgente condotta da ud panto (x^^ y^) della cnrva , d 

per Tordinata y ossia D corrispondente ad a?, -f- A> avremo 

c per y ossia D| corrispondente ad ^o — ' A, 

eonsegaentemente 

A* A' A'^ A* 

sopponendo A piccolissima il primo termine di ciaacnna di qne- 
sle dae aerie avanzer^ la somma di tatti i termini sassegnenti; 
ragione per cui dovendo le dae differenze ayere segni contrarj 
sara di necessity f'x^^zO; come dovevasi dimostrare. 

433. ScoLio L Qualora per il valore x=:Xq riascisse nalla 
anco fx dovrebbe essere f^x^ = 0; e se il medeaimo yalore x^ 
di X rendesse nolla fx^ do?rebbe essero ancora f^x^ = 0; in 
generate acciocchd (j;^,yo) s>& nn panto di flesso contrario bi- 
sogna che F ultima delle derivato fx^ fx^ f^x, ec. cbe vanno 
a zero per x = x^ sia d'ordine pari. 

Segae da ci6 che per determinare i panti di flesso contra- 
rio h necessario cercare i valori di x, y capaci di ?erificare le 
eqoazioniy=/b?,f'a?=:0, ovycro {>(a:,jf) = 0,y"=0; an sistema 
^•f y« di ^li yalori corrisponderA a an panto di flesso contrario 
qaando V nitima delle deriyate j^^y^S y^, • • . che yanno a zero 
per x = x^ sia d'ordine pari. 

434. ScoLio II. I teoremi precedent! sappongono che la tan- 
gente condotta pel panto singolare non riesca perpendicolare 
airasse delle x; se ci6 ayyenisse sarebbe fx^:=:co: or sappo- 
niamo che x^^ y^ sicno yalori tali di a; ed y da soddisfare al- 
r eqaazione f x = oo ; la natara del panto [x^, yo) po^^^ agoyol- 
mente determinarsi ponendo mente ai segaenti criteij ; 

1° Se f[X^ + A) , f[x^ — A) saranno ambedae reali, e se lo 
diflTerenze f\Xf^ 4- A) — fx^ , f^Xf, — A) — fx^ ayranno lo stesso se- 
gno, (x , yo) sari an panto di regresso della prima specie ; se 
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aTranno segno conlrario, (^o' Vq) ^^^ ^^^ panto di flesso con- 
trario« 

2^ Se una delle due quantiti f[x^ + h)jf^x^ — A), per esempio 
/l[a?^ + A), sari reale, Taltra immaginaria, (^o'Vo) sari un panto 
di iermata , o un punto di regresso della secooda specie, o sol- 
tanto un limite della curva. Sara cosa age?ole il distinguere qae- 
sli casi; perch^ se /[^^H- h) avri un solo yalore, il panto (x^^ yj 
sari veramente un punto di fermala; se f{x^ +A] avri due va- 
lori ambedue maggiori o ambedue minori di fx^ quel panto sara 
un punto di regresso di seconda specie; se avendo /[a?o + h) due 
valori, Funo sara maggiore, Tallro minore di fx^^ il punto mc- 
desimo sari un limite alia curva. 

3** Se una delle quantita f\x^ -+• A), f[x^ — A] , o si Tana che 
r altra avesse tre o un maggior numero di valori , (x„f y^) sari 
generalmento parlando punto multiplo e punto insieme di flesso 
contrario. 



XV. AppKcazioni delle dotlrine precedenti. 

435. Parabola. y*=2px, y'=?, y"= — •^. SosUluendo 
qoesti valori nelle formulo (3) n. 368 e 379, avremo 

a=:ar-hp, = — -^, x = \(a—p), y = — ^V; 

per questi valorl di a; e y V equazione della parabola si cangia 
in qaella della sua e?olata , cioi 

'^~"27~7^' '^"" 3v/3 Pi • 

Dunque 1° il raggio di curvatura della parrnola i uguale 
al cubo della normale diriso pel quadrato del semi-paramctro ; 
U che mostra che il raggio di curvalura pu6 determinarsi per 
mezzo di una semplicissima costruzione. E siccomc un'arco 
deir evoluta 6 la differenza de' raggi vettori che passano dalle 
sue estremili, segue che un arco qualunque della evolula del- 
la parabola^pud reUiGcarsi. 
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V Ai crescere della x cresoe p; daoqac la corfatura 
della parabola decresce iofiDitameDte (n. 376). 

4^ L* evolata della parabola 6 formata di due rami infiniti 
agaali che si estendono dalla parle deUe ascisse posltivey e pre- 

sentano la coaTessiti air asse delle x ; inbtti ^ ^ rn a?ranDo 

sempre il medcsimo segno qaalunqae sia x (n. 366.) (fig. 18.). 

5° L' asse di qdesta evolata coincide coir asse stesso della 
parabola ; il quale ^ incontrato dalla eroluta medesima in on 
panto dl cai pel' ascissa; infaUi facendo or = si trova 
p=p. Quesla consegaenza 6 par confennata dalla eqaazione 
della evolata perocch^ ponendo «=p risnlta /B = 0. 

6® II punlo d an panto di regresso dcUa 1' specie; in- 

falti ponendo II = ja*—- 5= >^5-Il£L^ si trova per«=p, /3=0, 

*«i p 



da- 9 p -"' d^-^^ — ^' 

^!?i— i6(<* — P) _A ^ — O ^** — A ^^^^ _ 



d'u 



d**"" 9p — • d^^'^"' dc^~"' doi}dp?~ djxd^' 

V Trasportando V origine dell' evolata nel panto , cio6 

sostltaendo a + p ad a , 1' eqaazione della evolata medesima 

8 «* 
sard /3* = ^ — ; danqae 1' evolata della parabola del secondo 

3 2 

grado ^ ana parabola del grado kOk* 

436. Ellisse. -|-f.-|J = l, y'=— ^, j^'=-. ** 



^t. ji — -w— a'y' *~ aV 



•*.8 > 



S 



*^ — Jy ' P— a»6» - ' P— 6» ' 

Or mediante V eqaazione della curva, fatto a* — i' = e*, si Irova 
oy H- frV = a' — ca;* = 6* — cy* ; danqae 

p- — ?r ^—^s* — ' *-"5^' ^- b"' 

di qai ricarando i Talori di a; ed y , sostitaendoli nella eqaa* 



c' e' 
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xione dell' ellisse , e facendo per brevitft p=: — , 9=-t-» oUer- 
remo le eqaazioni seguenti della eyoluta ; 

DiiDqae 1^ il raggio di carvatara deir elltsse pu6 determinarsi 
per mezzo di ana costrazione geometrica; consegaeDtcmeDtc 
r cvoluta di questa curva pud rettificarsi. 

2° I raggi di canratura corrispondenti alle eslremita del- 

TaMe maggiore dell' elliase sono ugnali a — , quelli corrispoii- 

a* 
denti alle estremiU deU'asse minore sooo ugoali ad j ; imperoc- 

chd tali sono i valori che acqaista p facendo snccessiTamente 
y = ed xz=dhaf x = ed y = =fc:i. 

3^ L' eyolata dell' ellisse , come si rileva dalla equa- 
zione e una curva chinsa (fig. 19] divisibile in quatlro parti 
soTrapponibili , dai due assi che coincidono come quelli del- 
r ellisse cogli assi ortogonali; questi assi incontrano I'evoluta 
ne' quatlro punti £ , F , & , J7 le cui distanze dall' originc 
sono+p, — p, -hqf — g; infetli facendo /B = trovasi 

a = =b-- = =bp, e facendo a = trovasi &=zdb-^=±:q. 
V^ I punti E^ Ff Gf H sono quattro punti di regresso. 
437. Ipbrbola. — — Tr = *• Cangiando 6* in — b^ le for- 

mule sfabilite rispetto all'ellisse si potranno adattare all'iperbola. 
Laonde avremo 

'---^ ' P = -6^' 



c* c' 



e I'equazione della evoluta, ponendo a*-hb'^:= c*, p= ""• 9 = "X • 

sari a^a^-6'iA^=A(^/-(f)'=l. 

Dunque 1° il raggio di curvatura deir iperbola si deter- 
mina nella maniera medesima con cui si detcrmina quello dcl- 
Tellisse; V evoluta dell'iperbola pu6 rettificarsi. 

2^ I raggi di curyatura coiTispondcnti ai yertici dell'iperbola 

sono uguaii a -• 
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3^ L'evolata ddFiperbola (fig. 20) e oomposta di doe carve 
Tuna separata dalF altra ciascana dalle qoali 6 divisa nei pnoti 
A e B in due rami infiDiti daU'asse delta x. Lc distanze del puiUi 

A e B dall'origlne sono aguali, cioii-f-p, — p,ovvcrodb — . 
438. CiCLOiDE. J? == r ar cos — y'^ry — y» («• 3**); 



y=V^ 



?rziy ,/--.!. 



Di qui si ha y = — ^, ar — a — 2A/ — 2r^ — p>* ; sobtilueuilo 
quest! valori nella eqaazionc della cicloide, avrcmo Tequazione 
dclla evoluta, ciie sar4 



a = r ar cos^ "^ V "^ 2r^ — /3». 

Duoque 1° nella dcloide il raggio di curvaCura e doppio 
della Dormale; infaiti 2^= v/2ry (n. 344); duoque prolnngando la 
corda MN (fig. 3), e facendo NK-=: MNf il puate K sar& il ceiitro 
di curvatora del punto If. Ora se da / mezzo di AA' si conduce 
la pcrpeudicoiare/C = 2r, da C la parallela W ad AA, e si 
proluDga 6iVfinch^ incootri qoesla parallela, 6 manifesto chela 
circonferenza avente il diametro NB passeca pel punto K; il per- 
cWsaraParco iVJr=:arco MN=AN, c Varco KB = NI = BC. 
Dunque il punto K si trova suila cicloide descritta da ud punto 
della circonferenza BKN^ ed avente Torigine in C e FF per 
base; dunque Tevoluta della cicloide si compone di due semi-ci- 
cloidi AKCj A'KC uguali alia prima nella forma o nelle dimen- 
sion1» le quali yengono a formare nel punto O dove si riuni- 
scono un punto di regresso di prima specie. Ci6 risulta pur anco 
dalla equazione deU'evoluta ; imperocchd trasportando Torigine 
in C, il che si ottiene facendo a = a, -i-irr , /3 = ^, — 2r , avrenio 

-a,=rarcos— :^-V/2r^, — ^i D 

c soslituendo — a, ad »j, cioe prendcndo le a^ positive secondu 

(') Ad otlenere queslo risulUlo 6 d*iiopo osservorc che dalle eqoa- 
zioni cos a = (, cos (w ~ a) = — (, si ha 

ass ar cost, « — a = arcos(— i), « — ar ces<=:5irco8 (— 0- 

»3 
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la direziooe della C V, oUerremo V equazione della cicloide pri- 
mitiva. 

2^ Essendorarco AK uguale ad MK, sard Tarco AK=^VSy, 
e la semi-cicloide AKC = EC = 4r; di qui si vede otm la cicloide 
6 corva che pa6 rettificarsi. 



XVI. Le curve piane riferite alle coordinate polari. 

439. Paoblema I. Data V equazione <f una curva riferita a 
coordinate orlogonati determinare V equazione delta curta stessa 
riferita a coordin(ite polari. 

Sia ^(Ar, y) = V eqaaziODe d* una curva riferita a coordi- 
nate ortogonali ; siccome le equazioni che legano i due sistemi 

sono x = r cos u , y = r sen ua , [1] 

6 manifesto che p(r cos u, r sen u) = sard Fequazione ricbiesta. 

440. ScoLio. L' angolo u , ciod Y angolo compreso fra il 
raggio yeltore r ed una rella fissa , qui rappresentata dalF asse 
dello X, pu6 ricevere tutti i valori possibili da fino a zboo . 

441. CoROLLARio I. L' equazione della parabola secondoche 
Torigine ^ al verlice o al fuoco sappiamo essere y* = 2jKc, 
y*=p(p + 2a?); dunqoe F equazione polare della parabola nel- 
r uno o neir altro caso » sara 

» cos (!) p 

r=2p — r-, f=4 — ' • 

^ sen u) 1 — cos w 

442. CoROUARio II. L' equazione deU'ellisse e della iper- 
bola , r origine essendo al centro di tali curve, sappiamo essere 

X^ V* 

— d= ||- = 1 ; dunque le equazioni polari delle curve medesime 
saranno 



r'= 



6Vos'w d= a'sen'oa ' 

Per trasportare V origine al fuoco dell' ellisse situate dalla parte 
delle X positive, oppure al fuoco dellMperbola dalla parte delle 
X negative, dovremo porre nell' equazione della prima curva 

X -+- V a' — 6* in luogo di j? , cd in quclla della seconda 
X — \/a* -4- b* in luogo di x ; talmentechi facendo per V ellisse 
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— c, e per ripcrboia = e, e le equazioni 

di qaeste due curTe saranno respettivameDle 

a« "^a^tl -«•)■"'' «• aV — 1)"" 

laonde Teqaazione polare della elUs0e8ar& allora 

e r equazione polare della iperbola 

rzzz-— i L oppore r = — ^ —» 

1-f-ecosw '^■^ ecoaw — 1 

secoDdocfai tale equazione ai vorra riferire al ramo della curva 
piu prossimo al fuoco dove abbiamo posta Torigiiie, o al ramo 
piu lontano dal fuoco islesso. 

jkhH. Problema II. Data P eqaasBume (f una cwrva riferita a 
coordinaie polari , determinare P equazione della curva stessa rife- 
riia a coordinaie ortogonaU. 

Sia f[ry (i>) = T equazione polare d' una cutva ; le equazio- 
ni (1) danno 



y. 



r = Va?Vy*, (i) w=:arcteng^: (3) 

diiiique 

^\/^'-+-y\ ar ta«f .^^ = , 

sarA 1* equazione richiesta. 

M4. CoROLLARio. Quando* si volesse 1' equazione differenriale, 
difrerenzieremmo F equazione proposta f[r, td] = Of ed elimine- 
remmo la w per mezzo della proposta medesima ; il risultato 
conterrebbe r, dr^ dta ; mt poich6 

j^__ xdx-hydy ^^ __ xdy — ycte 

fatta la sostituzione di queste due espresiioni si ottiene V equa- 
zione differenziale che ricerca?asi» 

U5 ScoLio. II raggio vettorc r si prende sempre positifo. 
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44^. Problema III. Detet'minare V angolo che la iangenie 
alia curva fa col raggio vettort condotto al punto di contatto. 
Sia V V angolo richiesio (Og. 21] ; sara 

tanffu — (anff I 
' ^ 1 -f- UDg u) tang t 

y — art/' 

Qaando la carva fosse riTerita a coordinate polari e st vo- 
lesse r angolo v espresso in fanzione di r e u, dovremino assog- 
gettarc questa formula alia trasformazione indicata al n. 207 ; 
presa u come variabile indipendeole , risultera 

rdu) 

r 



langtj-— -zz:— -^^. 



447. ScoLK). Se il calcolo si adattasse aila fig. 22, IrofC- 
remmo r = < — w , 

tang V = -^ — ^ , tang t? = -, = -y- ; 

perci6 innanzi di valersi di queste formula nelle applicazioDi 
sara necessario por mentc al segno del secondo membro. 

448. Problema IV. Determinare V angolo i che fa la tan- 
gente tiraia in un punto qualunque della cun>a colT asse delle x 
per mezzo delle coordinate polari di questo punto. 

o- . . . langw — tang 17 

Siccome tr=w — v, c tang/ =-3 — S ■ ^ ; 

° 1 + tang u tango 

, ^ r + r'tangu) 

avremo tang I = -^ • — 2 — ; 

^ r' — r tang u 

b) essendo la variabile indipendente. 

449. Problema V. Trovare Vequaxione polare funa retta 

che pasea per un punto di cui si conoscono k coordinate poiari w^, r^. 
L' equazione d' una linea retta che passa pel punto [x^ , yj 
sappiamo esscre y — y^ = tang t[x — x^ ; avremo adunque 

r sen w — r^ sen w. =: tang ( (r cos w — To cos ^^ ; 



UA - , seni 
ovvero , pcrch^ tang t = — - , 



r 8eu( w — /) =z r sen{u)5 — /) , 
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ncUa quale equazione rimaoe indelermioaia la I , ciod V angolo 
compreso fra la retU ed il semi-asse delle x peritiTe. 

450. Peobleh A VL Esprimere per mexxe deUe coordinate po- 
lari k hmghexxe deUa tangenUy delta ncrmaky deUa sottangente 
e della sunnortnak. 

Nel sistema delle coordinate polari la sottangenlc c la sun- 
normale si riferiscono alia perpendicolare TN (fig. 23) condolta 
dair origine al raggio vettore OJlf. La sottangente sara 07, cioe la 
parte di quella perpendicolare compresa fra T origine cd ilpunto 
in cui essa incontra la tangente; la sunnormale sar^ ON cioc la 
parte della perpendicolare medesima compresa fra V origine ed 
il panto dove essa incontra la normale. Ci6 posto si osservi che 

ma OTM=W — v, ONM = v, dunqae {a. 446) 



451. Problema Yll. Esprimere per mezzo delk coordinate 
polari la derivata e il differenziak delV arco. 

Siccome ds^ = dx^ ■+- dv*, «'* =: 1 -h t^" , sostitaendo — , ad 

X 

s\ -^, ad y\ e quindl ad x', y' le derivate di rcosu, rsenu) 

prese nella sopposizione che la.r sia funzione di u , ed (■> varia- 
bile indipendente , avremo (n. 207] 

452. Problema YlU. Esprimere per mezzo delk coordinate 
polari la derivata e il differenziak del settore compreso fra un^arco 
qualunque delta eurva eidm raggi tetiori tirati alk sue estremitd. 

PoDiamo m^Dte al settore AOM = S (fig. 24); se Tangolo 
u> crescera della quantitii MOM'=^v>, siffatto settore crescer* 
della quantity MOM' = A5 ; dunque il settore 5 dee conside- 
rarsi come una funzione fyi di &>. La derivata e il differenziale 
richiesti dal problema , altro non sono che la derivata e il diffe- 
renziale di fyi. Supporremo che durante 1' accrescimento Au il 
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raggia vellore vada sempre crescendo o sempre dimiDaendo ; 
cosicchc immaginaDdo dcscriUi coi raggi OMf OM* gli archi 
circolari MUf , MN il setlore MOM' si troyer& compreso fra 
i due settori circolari M'ON', MOH, i qaali sono espressi da 

\ r'Ad) , ed i[r + Arj'Au ; avremo adunque 

^S = M[\ r'Aw y\[r-\' Arj'Aw] 
ovvero g(co-^Aco)- ^ ^^^^^^ {(r + A^H; 

pa^sando ^i limiti 

moUipIicaDdo per du , sar^ 

Se il setlore decrescerft al crescere deir angolo u avremo 

453. ScoLio. Sostitaendo il valore di d^ tratto dalla (3) 

avremo dS = dbl[xdy^ydx); 

il segoo + avri laogo qaando al crescere o decrescere di u ere* 
scera o decrescer& S , il — nel caso contrario. 

454. Probleha iX. Esprimere per mezxo deUe derivate poUxri 
il raggio di curvatura. 

Dalla formula (3) n. 379 fatte le riduzioni che sono state 
indicate al n. 307 es. 11 , avremo 

_ (r^-f. r')^ s'* , 

to essendo la variabile indipendente. 

455. CoRoLLARio. Spirak d^ Archimede. r=:aia;r' = a. 

tang «==:&>, S^ = a, 5i = r«; 

da ci6 si raccoglie che Fangolo v compreso fra la tangenfe ed il 
raggio reitore condotto al punto di contatto, cresce continnamente 
al crescer di u. La snnnormale 6 costante. La tangente ugaaglia 
in longbezza Tarco di circolo descritto> col raggio r e che serve 
di misura air angolo co. 

Spirak iperbolica. r = —;r'z^ r, 

tingtJ=: — w, St = — a, 
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qui Tangolo v 6 oUaso e decresce al crescerc di u>. La sottan- 
gente i costante. 

SfifdU logaritmica. r'=:e^^\f = fnr^f^':= nfr. 

1 r 

® m " m 



r 



Tangolo v e cosKante; la soUangente e la sunnorinale variano 
Delia medesima ragione del raggio veUorc. 

I«a formttla stabilita per la detenninazioDe del raggio vet- 
tore (n. 454] 01 da pare 



P = r\/l-hm'; 

donde si yede cbe il raggio di curvatara e il raggio vettore con- 
servano un rapporto costante; di piu si vede che il raggio di 
curvatara corrispondente ad un punto delta curva d ugaale alia 
normale propria di quel punto. Dimanierachd supponendo che 
la Jf J (6g. 25) sia la tangente condotta pel punto if, ed OM il 
raggio vettore 9 il centro di curvatura corrispondente al punto M 
sar& il punto d'incontro delle due rette ON^ MN Tuna perpen- 
dicolare ad OM, Taltra ad MT. 

Pertanto sari facile il diroostrare che Tevoluta delta spirale 
^ anch'essa ana spirale logaritmica idenlica alia prima. Sieno 
Ui^Ti le coordinate del centro di curvatura N corrispondente ad 
un punto M qaalunque: sari 

e soslituendo ad (■> il suo valore u, — {n^ avremo 

r, = ffie =e ^; 

ora le coordinate r, ed Ui si possono cangiare in r cd u) perche 
si le une che le altre hanno il polo in 0; inoltre al trinomio 

^ — j^H si pu6 sostituire a; dunque 

r=:e-" 
sara Tequaziouc dell' evotula ; quesla equazione c lastessa equa- 
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zione della curva proposta sebbene rindelerminata u sia slata im* 

]f}i 
piccolita di (uUa la quantila ^?r ; ci6 mostra che i'eyoluta 

della spirale logaritmica ^ pare ana spirale logaritmica ad 
cssa identica e solo spostata dalla sua situazionc per un movi- 

meDto angolare indicalo dalla quaotita Jtt . 



LIBRO TERZO 



IL CALCOLO INTEGRALE 



/• / principj fmdamentali. 



US6. Dbfinizione I. Una funzione V si diri integrak di 
UQ altra fanzione V allorquando questa sari il differenziale dclla 
prima. 

&57. DsFiNiziONE 11. La fuDzione 17 si dir& integrak primo^ 
secondoj terxo^ nT^, della ninzione F, secondochd la V sara il 
differeoziale primo, secoodo, terzo, n"^, della V. 

458. Dbfinizione HI. IfUegrare Yaol dire trovare 1' integrale 
d* una fanzione data ; il calcolo che mira a determinare queslo 
integrale dicesi integraxione : i metodi che si osano nella inte- 
grazione delle diverse funzioni, si coroprendono tutti sotto il 
nome di eakoh integrale* 

hSO. ScoLio. AccioccM si possa tro? are V integrale n""" di 
una fanzione V d necessario cbe la V medesima sia una fun- 
zione differenziale deU'ordine n"*" almeno: pu6 Fordine della V 
avanzare n; non essere minore di n; perocchd se fosse minore 
di 11 sarebbe assurdo ricercare una funzione V tale cbe differen- 
ziata n ?olte producesse F. 

In qnella guisa che da una fiinzione flnita si passa al suo 
differenziale deU'ordine t| per mezzo di n successive differenzia- 
zioni, cosldalla funzione deirordine n si risale alia funzione 
fiaita per mezzo di n successive integrazioni; cine daU'ordiiie n 

34 
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si passa alFordine n— I, da qaesto air online n — 2, c cosl 
via discorrendo; la funziooc fiDita cai alia fine si giuoge dicesi 
inlegrak finito^ oppure funxione primiliva. \ 

460. CARAtf ERfsTiCA 0ELL' iNTEGBAtE. L* iDtegrale d' una foD- 

zione s' indica scrivcndo innaDzi ad essa la caralteristicaj ; per- 
iodic se r integrale di pxdXy funzione differenziale del 1** ordine, 
sard fx, aTremo 

fx=zj pxdx . 

Se rinlegralc prlrao della fanzionc differeaziale del secoDdo 
ordine \|/a?(te', sara la fuDzione (f>xdxy siccome fx si suppooe 
cssere T integrale di questa, fx sara F integrale secondo di 
^xdx^; sicchC avremo 

fx = J pxdx:=^J J v[«rcfcrV 
So y\/xdx^ fosse V integrate primo di l^xdx^, avremmo ancora 
fx =J^pxdx =z J y^xdx" =j JJl^ixdx\ 

e cost di scguito. 

461. Principio 1. Sieno Fx, fxdne funzioni della x; avremo 

Flx-hh] = Fx -h- hF\x -h Bh) , 

f[x-hh]=zfx ^hfix-h^h). 

Ora supponendo Fx-^fx, sara F\x -h 6h] zs:f{x -h 6A) ; qaindi 
risultera 

F{x -h h) ■— f^x ~h h) = Fx — fx; 

dunque la differenza Fx — fx non cangia qoando la x si maia 
in x-hh) dunque questa diiTercnza h indipendente dalla x^ cioe 
costante ; dunque gV integrali aventi una stessa detitata wm pot- 
sono differire fra hro che di una quanlitd costante. 

462. CoROLLARio. Nel supposto che fx sia T integrale di 
pxdx non bastera porre jq>xdx=fx^ perocchC fx non e Tunica 
funzione di cui pxdx sia il differenziale; volendo coonprendeFe 
nella espressione dell' integrale tutte Ic funzioni aventi per difle- 
renziale (pxdx porremo 

J (pxdx=zfx-^c , 
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c rappresentando una qaantila costanle come suol dini arbitra- 
ria ; questa d r esprcssione piu generate deir iBtegrale di (pxdx, 
la quale si dice tntegrah complete. Privando V inlegrale complelo 
delta costaote arbilraria, o attribaendo ad essa ud ralore par- 
licolare t' integrate coroptelo si cambier^ in nn integrale incom- 
plek> o particoktre. 

Frattanto si vcde che t' integrale d' una funzione rimane in- 
delermioalOy e per la costante arbilraria che dee di necessila 
ooolenere, e per ta variabile da col dipende. 

463. P&iNGiPio It. Supponiamo che p; sia Viniegrdl^&pxdx; 
sar& pxdx il diffcrenziate di fx; per cui avremo 

J pxdx=:fXf (f>xdx=zdfx; 

sostitaendo dfx a pxdx^ la prima di quesle equasioni diventa 



J^dfx = fx; 



danque Vintegraxione iuna funxione precediUa daila caratkri- 
ttka difermziak d ft ford sapprimendo que$ia caralleristiea* 
464. CoROLLARio. Poniamo mente alte formate seguenti; 

d *^ = x^dx, la) 



a' 



d— = a'dx, (6) de' = e'dx, {e) 

dx , « ,. dx 

«Laj=-p-, (dj dlx=: — , (e) 

xla ^ X ^ ' 

d%ejix=zco&xdx, (f) d{ — cosx) = MnxdXy ig] 

darsena;=-7==r, [h] (farcosa?=: 71 (i) 

dx 

ID Yirtii del principio precedente a?remo 

/* flj ****** 

fardx = ^-he; (2) fe'dx=:er^e; (3) 
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J i'o* xdx = sen a? -i- <?; (6) J sena;dar= — cosx+c; (7) 

:ar9eBa;+c; (8) J = arco8a?4"C ; (^) 



/ gjg 



dor 



MS. ScoLfO I. La formuhi (1] dhnosCra cht per wUegrare ii 
monomio x°*dx bisogna sapprimere il faUore ix,aeere^$re di tma 
umtd reipcnenle deUa mriabilce dmdere per Pespanenk rofi ac- 
cresciuto. 

. Or siccome la formula (a) e vera qualooqae sia m, parcid 
anco la formola (1) non ander^ soggetla ad alcuna restrizione; 
ponendo-^m in laoge 6i m, avreno 

donde si raeeogNe ck^ per mttgrare U mmamio -^ biiogna Map- 

primere il faUore dx, mutare il segno alia frazione^ diminmre 
Veiponente d^una unitd, e dmdere la fraxiane per VespanenUcosi 
diminuito. 

M6. Sr.oLio II. Facendom=: — I la forniula (1) dar& 

C^ = ^X/x-^c; (12) 

dx 
e di qui si vede che t integrate del monomio ftatto irrazionaU —p — 

e tigtMle al doppio del suo denominatore. 

Facendo m = 2, = — |, la formula stessa dari pure 

y V^. <te= I v/x* + c . (13) /^ = - :^ + «'• w 

k&l. ScoLio ill. La formula (1) sebbene si dcbba coDsiderare 
come generale e vera per qualunque valore di m, pure quando 
si faccia m = — 1 fa luogo ad un risultatd assai singolare; essa 

/dx 1 

— = — K* Questo risuUato ^ asaordo, stantechd dalla 

dx 
formula (5) si vede che Tintegrale della funzione — d il loga- 

X 

ritmo iperbolico della variabile. Siffatla assardiM dipende dal 



IL GALCOLO IHTRGBALB 269 

cangfiame&to dl nattira coi tA BoggeUo Vintegrtle J^m'^dx^ 

m = — 1 ; imperoocM per tatt'altro yalore di m queslo integrale 
d una foDzioDe algebrica, meiitre per m=: — 1 diyenta una (ba- 
ziooe logaritmica, la qaafe noD pu6 essere giammai iin caao par- 
ticolare della prima. NuUameno disponendo coayeDientemente 
della costaote arbitraria potremo trasformare la formula (1] iu 
altra cui non disconvoBga il yalore — 1 date ad m. Facciasi 



^•+1 



flH-1 

a esseodo essa pure una costaute arbitraria ; avreroo 

r «j it-** — a*** 

I X ax = ■ ^ — ; 

/dx 
— = X ; n»a 

dunque per m = — 1, avremo 

/dx • dp P dx , 

— = Jo? — te == I - , ovrero / — = la? h- c , 
a: a ^ X 

percbi esseudo a arbitraria nulla vieta che al logarilmo — la si 
sostituisca Tarbitraria c. Di questa guisa si ritro?a la formula (5). 
468. ScoLio IV. Le formnle (8) (9) (10) sono stabilite nella 
ipotesi che il raggio del circolo sia Tunita; se tal raggio fosse r, 
doyremmo sostituire ad arsen x^ ar coso;, arta^a;, le quantita 

arsenap arcosa ? ar tang x ^ 
r T T 

X 

la X poi dovrebbe anch^essa essa essere cangiata in - ; facendo 

queste sostituzioni nelle formule [h] (t) (ft) e poscia integrando 
ayrerao per il caso del raggio = r , 

r ^ ''^ =arsen:r4-c. (15) /-=^=arco8ar4-c,(16) 
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Nolisi che sosiituendo - ad a; le formule (8) (9) (10), danno pure 

y ^/ — arsen^ + c, (18) f Z^= :arcos--^c, (19) 

fir$^=^^^^^%l'^c; (20) 

qocstc per6 sappongono ii raggio = 1. 

(•69. Principio 111. Indicando con =i= il uDa costante qoao- 
tunque, in virlu del principio 11 (n. 463), avremo altresi 

i[±A(^dx) = i(±:Adfx)=\d[±Afx)=±Afx=±:Ai<pxdx^ 

dunque rintegrak delprodotto d^una costante multiplicataper una 
funzione e uguak al prodotto delta costante presa col suo segno 
moltiplicata per Vintegrak delta funzione medesima. 

470. CoROLLARio I. Siccome <te*** = (iin- l)a:*<fa, sara 

a;*+*=(w-M)Ja?"»cte, jx^dx=^^^; 



fit 
la quale coincide colla (1) (n. 464). 

471. CoROLLARio II. Per il = 1 si trova 

J" (±:pxdx) = =fc: / (pxdx ; 

c di qui si vede che I'integrak ^una funzione conserm sempre il 
segno delta fun:sione medesima. 

472. Principio IV. Supponiamo che Fx.fx, fe, cc. sieno 
ordinalamenle grinlegrali delle fuuzioni pxdx,^xdx,l^xdx, ec.; 
quesle funzioni medesime saranno i differenziali di Fxjx, fe, ec.; 
(alche avremo * 

j(pxdx — Fx, j^xdx=fx, il^xdx = {x, . . . ; 
ed insieme 

<^dx=idFx, ^xax = dfx, %xdx = d(x, . . . ; 
quindi in forza del principio II, sara 

i(<^^dx-^^xdx^%xdx~\-...] = j(dFx = dfx^dSx'h^..) 
^JdiFx-hfx-i-rx^ ...] =z Fx -h fx ^ fx -h-.^. 
= ] pxdx -h / ^|/ xdx -\- j j^xdx 4-... 

dunque Vintegrak delta somma di pUi funzioni i la somma degl'in- 
tegraU di queste funzioni medesime. 
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473. CoROUARio. Abbiasi la fuDzioiie iatera seguenle; 

Fxdx = Adx-^Bxdx-\-Ex*dx + Tx'-'dx; 

arremo 

J Fxdx —Ajdx-hBjxdx-hEj x*dx ....-t-Tj x^dx; 

fFxdx = C-hAx+ ^Bx*-h^Ex\...-h j;^~ Tx"*'; 

donde risulta che f integrate (f una funaone inters si ottiene sop-^ 
primendo ii fatlore dx, accrescendo gli esponenti delta x in lutti i 
termini d'wia unild, e dividendo quetU termini medesimi per gli 
eiponenti con accretciuti. 

474. Principio V. Si osservi che 

d(pxiix) = (f>xd^x + y\/xdipx ; 
or questa eqaaziooe in virtu del principio II e del IV , dji 

(f>X^X = J 'pxd'i' 
daoque f integrate > 
tdira i eguale al f 
grate della seconda 

475. ScoLto. C 
girtuitme per park. 
vcrsi in dae faltor 

SDppooiamo altresi cbe Vintegrale di Vdx possa ihJleirttnargi 
agevolmeote, sicchd abbiasi J* Ydx = P, ovTero Vdx = dP; uri 

jUydx = jVdP=VP~iPdV 
OTTero ; TJTdx =VP — J PUdx 

dimanierach^ I'integrazione delta fuozione VYdx dipendera da 
qaella della funzione piu semplice PCdx. Di quesla guisa I'in- 
(cgrazione d'una funzione Irascendente potr4 talvolta riduni alia 
integrazione d'una funzione algebrica. 

Nolisi che I'equazione / VVdx= VP — jPVdx pu6 acri- 
versi ancora nel mode segnenle 

; Vrdx= VJ Ydx — i (dP; Vdx). 

EsEMPio I. Abbiasi la funzione x'dx; arremo 

jx'dx = x'"*-^ — mjx'dx, jx''dx= , ^ -f-c 
cuiue abbiamo Irovalo di sopra (ii. M4 o n. 470). 



272 ■!• CAu:(H.o intcmale 

EsEMPio 11. Abbiasi la ftmziooe lx.dir; lari 

J'\x.dx — xlx —J X. — = xlx—x-he. (21* 

476. PRiNCiPio VI. Siccome I'equazione 
dFx = pxix, 
sussUlendo per la variabile x, dee sussistere per qaalunqae al- 
Ira variabile ove anche non sia indipendente, e dee pure sassi- 
slere oel caso in cui si sostiluisca ad x qualvoque ruDiione di 
X, d'altra Tariabile t; per conseguenza anche rcquatiooe 

j <pxdx = Fx , 
snBSi«ter& qaaloaque aia la x: dunque sosliluenda ad x una fuii- 
zione X qualaiasi, atremo 

na fwuiotu dix che 
rsi OHcf^ al caso in 

Fe x = !^; avreino 

- "l "^ "^ • 
Bwwio 11. Sia la fnnzione [A-^Bx-h Ea^flB + ^x) dx; 
siccome (B + iEx)dx = dlA-h Bx -i- Ex'], sara 

/"(.l -i-Bx-h Exy[B -f ^Ex)dx = i(A-i-Bx-i- Exy -t- c . 
asdx 



xdx = id{x*-i~i), 

»,M«.»65(ii)i/ij^.= «-5is=^iifcnr='- '^' 

EsEHPio IV. Sia le funiiooe , ■ . ; siccome xdx= Jrfj«*-t-ll, 
avrenw [a. M4 {^)]J'^^ = al V (i*+ 1) + c. i23 
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IL V integrnzicme delle /unzioni fratte. 

Vn, Probleh A I. Integrare la funzione . 

Osservaiido che dx = d{x — a) , troveremo 

Adx 



^J^E^=C^-A\[X'^a). (1) 

^ X — a ^ ' 



Adx 
VIS. Problema U. Integrare la funxiane , r=. 

^ ' (a? — a)* 

Qui pare osservando che dx=zi{x — a); sar& 



/ Adx ^ A /^\ 



[x-^ay" {.n — !)(« — a)— « 

lAx + B) dx 
479. Problema III. Integrare la funxiane -^ xi-r-57- 

Questa funzione si pi]6 trasformare nella seguente 



Ax-^B dx . ( X — of,\ B + A% 



^ _ * ^ ^ J ' . (X — a\ 



., , X — (X B-hAof. . 

percid ponendo — ^— = » , — g — = 6 , avremo 

{Ax'\'B]dx _ [Ax-^A )dx_ Axdz bdz . 

danque I'integrale della proposta dipende dagl* integral! di dae 
fonzioni le quali sono due casi particolari di essa; la prima ^ 
della forma che acqufsta la proposta per 17 = 0, a=:0,/3 = l; 
la aeconda della forma cui si riduce la proposta medesima per 
A = 0,» = 0,^ = i. Frattanto avremo [n. 476 (23) e n. 464 (10)] 

/lAx-hB)dx r{Ax'^b)dz ^, /, s .. . . . /o\ 
(a:-a)«H-^« =^ z« + l =^^V(^Vl)H-6artangzH-c.(3) 

(Ax -+- B) dx 
480. Problema IV. Integrare la funxiane 77^ >, ; ^^.^ 

* ' {(« — «)* 4-^*) 

Elimineremo la x come sopra; dopo ci6 faremo per breTiUi 

»5 
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e cosi la proposta si ridarra alia segaente; 

{az-+-b)dz azdz bdz 

(«» 4- ir ~ (iMTTf "^ (»*-+- ir ' 

danque rintegrale della proposta dipende dagrintegrali di dae 
funzioni, le quail sono dae casi parlicolari di essa; il 1^ corri- 
sponde a Bz=:0, a = 0, /S=l, il2°adil = 0, a=:0, j3 = l. 
Frattanto avremo [o. 476 (22)] 
f^ {aX'hb)dz _ ^ a , P dz 

dz 
Rispetto airiDtegrale della funzione . » . ^m sar& facile dimo- 

slrare che esso dipende dair integrale d* una funzione della 
slessa specie colFesponente del denominatore diminuito d*ana 
uniUi. Tnfalti dalla identity 

dz = z^dz -+■ d^ — z*dz , 

^^ •/ (z' + l)'^ "^2^ ^•(««H-i)« — ""aJ ^ (n— l)(z»-f-l)-* ' 
e integrando per parti 

r z^dz z 1 /^ dz 

-f [z^-\^iy~ 2(n — 1) (z» 4-1)--* "^2(11— !)•/ (js' + l)*-*' 

perci6 ponendo questa espressione nella equazione (5) risulterii 

r dz _ z 2n — 3 /^ dz 

J (j8M>l)"""2(n— l)(«« + l)'*-*"^2(n — 1)->^ (;5«4-l)"-'' ^^ 

di qui, cambiando successiramento n in n — l,n — 3, ec. rica- 
. Teremo tutte le equazioni seguenti ; 

r dz z 2h — 5 /* dx 

^ («» 4- 1)"^' "~ 2 (n — 2) («« -I- !)*-• "*" 2(n— 2)^ (a* + 1)*"* ' 

/^ dz z 2w — 7 r dz 

J («» 4- i)"'"* "~ 2 (n — 3") [z^ -h iT'' "^ 2fn— S)*^' 



(n — 3") (z'^ -h l7^'' "^ 2(n^*/ (a> 4- i)*""' ' 
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/dz __ 1 z_ _ ^ r ^> - 



/ dz _ i z ' 1 r dz 

^•-f-l)»~2l'zMn[" 2^ ««-f-l* 



) 

dalle quali si ba 

r dx _ z I 1 (z*+l) (2n-3) 

-^ (ji'+l)"~(z*+l)"-'|2(n— 1)~^2«(»»— 1) (n — 2) 

(3'+l)*(2w~3)(2n— S ) (2Vl)"-'(2tt-*-3)[2n— 5)(2w— 7)..3.1 / 

2»(n— l)(n— 2)(n-3) "''^' 2""' (n — 1 ) (n — 2) (n — 3)....3.2.t < 

, (an--3)(2ii — 5X*«— 'W^a.! , ^ 

+ 2^'{;i::ilK«-^2)(n - 3)— 37271 " ^•"^ ' + ^- *'' 

481. ScoLio. Abbiasi la funzioDc fratla 

( Aap**-I- Jap**-* -f>...)<tg ^rccte ^ 

se il grado di J^x avanzer^ il grado di /a?, dividcndo J^x per fx 
anremo an quoziente Q ed ud rcsto Fxj il cui grado sar^ minore 
del grado di fx ; talch^ sari 

la ricerca deirintegirale della faozioae iDtera Qdx non presenta 

alcuna difficoltd; resta adaoque che si dica del modo d'integrare 

Fxdx Fx 

la fanzione —z — . Siccome la frazione -f- pnb risolversi in fra- 

fx fx ^ 

zioni parzialiy la forma delle quali ( moUiplicate che sieno per dx) 
sarit sempre una di quelle che abbiamo considerate qui sopra 
(pag. 162), perci6 Tinlegralc della proposta poir^ sempre tro- 
varsi. 



276 a CALCOLO llfTEGRAtE 



III. Integrazione delle funzioni irrazionati. 

482. Paoblema I. InUgrare la funxione x^ dx; 
In virta la formula (1] d. 464, avremo 



rvx^dx= 






iV 



casi parlicolari di questa equazione sono le formule (12) (13) (14) 

esposte al n. 466. 

483. ScoLio I. Le formule slesse (12) (13) n. 466, sussistono 
o?e anche si soslitaisca ad x una funzione ti di a; n. 476; daoqne 

fu'Vi.dx=lVu^^C, (2) f^ = ^yu~hC; (3) 

dunque tutte le funzioni <pxdx nelle qwili (f>x potr& risolversi in 
due fattoritt', v/u, oppureu', -y polranno integrarsi. 

484. ScoLio II. Ogni funzione di x formaU di due parli 
I'una razionale, Fallra irrazionale del 2** grado, 4 espressa da 
A -f- in- Vv; ti, V essendo funzioni razionali di x. Si osservi che 

dv 

d\{A-^u + Vv) = —:^^/. (4) 



4-HH-Vt? 



\/« du 
moltiplicando P^ -^ X T/^* avremo 



1 d£ .- 
/- 2 dt* "*" ^^ du 



(5) 



percid ogniqnalvolta sart 2 aI ^^ "^ "^ "' 



ammo / -^^ 
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Or dalla oondizione (6) si ha dv = 2 Adu + ^niu , e lotegraDdo 
= a + 2iitt + ti* ; danqiie dalla (5) avremo 

485. Problexa II. IrUegrare la funzione — . 

Facendo « = d?, e sostitaendo \b ad ^, otterrenio 

r , ^ - =:l(s64-a?-h\/q4-te4-a?'Wc. (9) 

486. CoROLLARio L Da qaesta formula si bannole seguenii; 

f v^'^ = ^( S f'-^-'+V^TbP^x^-^)-^ c, (10) 

e soatitueDdo « ad a, - a fr, ed -y 1 \/c + C alia coslanle ar- 

c c ^f^ 

bitraria C , avremo 

487. CoROLLARio II. Facendo nella (9) a = 1, 6 = 0, si trova 

/ix 

7j^^, = 1(«H-V/1 + «*)-^<^- (12) 

488. ScoLio. Siccome i ar taoff « = ^—; — ; i 

sari 3darUDgi/ti= /I r— 7- =: ^j— 7—; (13) 

danqae per u' = 1 + m , (14) 

•— = C -I- 2 ar tang y/ u. 
Or dalla (14) si ha 

2 = dflc, u = c"*"" — 1 , dove n e cost, arbitraria ; perci6 

/* ^^;==== = C 4- 2 ar tang v'p^PvZT ; (**) 
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r ^ ' = C H- T- ar tang V' «*+*_!; (46) 

ia seconda delle quali si trova sostitueodo x\a ad x^ nla ad n. 

cbr 
489. Problema III. Integrate la funxume , ■■ =:^ . 

Va-f-6a? — «' 
Integrando TeqaazioDe (13) si trova 

i^dljl + ti) _ (;^2ar taog v/u. (17) 

A — X A ^ — ^ 

Facciasi u = ^^^-g ; »»*■» 1 -h « = ^^ZJ* 

\[\ + u] = \[A — B]^\[x^B], dI(l-Mi) = - ^— g, 
sostituendo queste espressioni nella (IT) avremo 

dove A e jB rappresenlano le radici della eqaazione x*—bx—x=0. 

, . a 
&90. CoKOLLARio. Divideodo per \/c, e matando « e 6 in - e 

*. la (17) d& r , '^ = <^ - .4 "t«n8 Vl=l ' (**' 

c ^ ' J Va-hbx — cx* Vc "r x — K 

h A 

He K essendo le radici della eqaazione x^ x — - = 0. So- 

c c 

stituendo V espressione analitica di qaeste radici avremo pure 

r—=M= =C- AnMong /ft-aC^-H/*^^^' . (20) 

^ Vo'+'bx — cx' yc '^ V 200?— 6+ v/Cc+6« 

491. ScoLio I. Se sara 6 = , a =1, avremo A = i, B= — 1 , 



r ,i^ -cz:C^2arUDg Vl^ = C-artang v1:=E!. 

^ Vi-^x* ^ V 1-1- a? X ' 



(21) 



la quale, perchd 



ar tang V^lzi^ = arcosa: = i7r — arsenar, 

X 

coincide colla (7) (n. 460). 

492. Sgolio II. Facendo j; = x + } 6, si trova 

dx p dx 

\/a^bx — x^ "" J Va + {fc» — 2* ' 
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ma per la (18) (n. 468) /^7=^==^ = ar sen ,^^^ , 

,> =C + arsen . , (22) 

dividendo per \/c e mutando a e 6 in > e -, avremo 
■^ c c 

arsen 



« r dx ^ %x — b .^^. 

E8BMP10. J , ^ ■ , = C 4- ar sen — v (23) 

dx 

493. S€OLio III. Sostitaendov/u ad or la d ar senar=— 7==r da 

w \ "" X 

J . fii dx 

dar8en'\/fi = 



2v'l — M \/w' 



perci6 ogniqualvolta sara u' = 2 y^l — u , (24) 

—r- = 6 -+• ar sen i/m; 
\/ti '^ 

ma la (24) da ^^ =ite»eqiiiBditi=: 1 — (A — x)',perci6 

2\/l — u 

/ ■ . = C+ ar sen Vi-^iA — arl* 

Cangiando xiadtzx-^-A^ aYremo 

questa coincide colla (8) (n. 464) , percM 



ar sen d? =r { TT =t: ar sen \/i — «•. 
494. S€Oi.ioly.L'eqiiazionel\/— l = l(cos/+\/— 1 seni), 
Taceodo sen ^ = «, cos I = =4= \/l — a?*, I = ar sen ^, d& 

facendo co8/=:Vl+a?*, senl=drj?v/— 1, ^i=:zfcarscn«?\/— 1> 
la slessa eqaazione dara 



280 IL CAiCOLO INTBGBALB 

1, /T—; — i\ arsena?\/ — 1 ,f^. 

1 { a? 4- V t -H ^* ) ~ — zr^ — ' ^^ 

consegaenteroente le note formale [(8) n. 464, (12) n. 487] 

/— ^=CH-l(a: + v/iTV). (28) 

si cangeranno nelle segaeoti 



Non sara superfluo il ootare che le formale (29) (30) sono le stesse 
formale (27) (28) colla x caagiata in a; y^ — - 1. 

Si not! che 1* integrate di . mediante la (27) si 

Vl — X* 

esprime per unarco reale, e mediante la (29) per on log. imma- 

dx 
ginario; ?iceversa Tintegrale di . mediante la (28) viene 

Vl-hap* 
espresso da un log. reale, e mediante la (30) da an arco immagi- 
nario. Questo avviene stante la relazione che sossiste tra gli ar- 
chi di circolo e i logaritmi , indicata dalla eqaazione simbolica 

t\/ — 1 = 1 (cos ^ -f- \/ — 1 sen t). 

Siffatta eqaazione dimostra chiaramente che ove sia reale Farce 

dee Tespressione di esso data dai logaritmi essere di necessita 

immaginaria, e viceversa. La trasformazione degli archi reali in 

fanzioni logaritmiche immaginarie si far& mediantela formula^]; 

qoella dei logaritmi reali in fanzione di archi immaginarj si fari 

per mezzo della formula (26). 

xdx 
495. Problema IV. Inkgrare lafimxione -t r y. 

^y %m "T' OX ~T~ cx 

Si osser?i che ex* = a -h te -h ex* — a — hx. Facendo 
tt = a -+- 6a? H- ex*, avremo ^xdx = du — hdx ; e qaindi 

xdx du b_dx n xdx \/ti h n dx ^.. 

V/u "~ 2c v/k "" 2c \7t« ' J "\7ti" ~ T" 2c^ y/u' ^ ' 
qualunque sia il segno di r. 
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Qaindi , stanle le formule (11) (18) , 



J . . , =•: \/a-+-to— cx« -H -A. ar lang \/— — § . 



496. Problema V. Integrare la funxione dx \/a -h hx -4-ca:' • 
Integrando per parli si trova 

OTV«ro /drV«=«V'«-J6/^ - '^f^'^ (32) 



. ,. r 3 I r udx P dx ^ C xdx pa^dx 

inoltrej dxy/ur=i I ^^—a I --y—hb I —. — hr/ — r-; 

^ ^ J y/u ^ yu ^ \/tt ^ y/u ' 

/r* dx f^ xdx 

donqoe stante la (31) 

Av.= ?^V.-^!2^'/^. (33, 

qaalnnqae sia il segno di c. 

497. CoROLLARio. Si moti a*in a, e facciasi 6=0, e=z — l^sara 

1 J ^ 

cte \/a' — a?" = 2 a? V'a" — «* 4- 5 a* ar sen - • 

498. Prodleh A VI. Jniegrare la funxione ==•. 

V a -t- 6af -h ca? 



RisuKa dalla (32) la segnente 

x'dx X . h^ Pxdx 

qnindi, stanle la (31) e la (33), a?remo 



/x^dx X y b pxdx i Pj / 



/x^dx 2e2; — 3i , 36* — 4«c p dx f /q7,\ 
qnalunquc sia il segno di c. 



as 
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499. Pkoblbma VII. liUtgrare la fimgumt ^{a-h hafydx. 

1» Siccome J «- (a + 6«")'<te = i nh{i-h\) ' 

integrando pur parti avremo 

a;'''-^'(aH-te*)**'---(w— »H-l)Jg'^(a-l-to*)**'<fa . 



questa formnla serve a diminuire m e ad accrescere p, e giova al 
caso di m]>0,p<^0. 

2° Siccome (a -h te")*^* = a (/i + te")' -h te*(a h^ fta?")', 
sara per la (35) J a:> -i- 6a:7da?= nb[jf^i) 



n6(pH-l) ' 

e qaindi , perchd nA (p -f- 1) + h[m — in- 1) =iip6 4- im -*- 6, 

Jo?* (a -h ba^Ydx = 

x^'^-*-' {a H- te*)»>»^ — g (m — n ■+■ 1) >~-^fa + 6a;*)''da: ^ 

6 (np 4- HI 4-1) '^ ' 

questa formula pure serve a dimiuuke m lasciando intalto p; 
giova anch*essa al caso di m}>0. 

3® Sostitueodo oella (35) m+n ad itiyep — 1 a p, sar^ 

per questa formula cresce m e decrescep; essa serve al caso di 
iii<0 ep>0. 

4^ Sostitucndo nella (36) m + nad m, avremo 

•^ * ' 6(np-f-m-f-n-f- 1) 

^a;*(a-hte*)'da? = 



jg*"*''(a + fefl?*)*^^ — fr(np -4- m 4- n + 1) jx'^^ia 4- bx^'^dx .^. 

a(m4-l) '^^ 
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per qaesU formula p noa muta e si accresce la m; essa serve al 
caso di m < 0. 

SP Siccomo a?"^ = y (a-f-te*— a)=: -j-(a-f^x")— |a;* , cd 
la fomiiila (37) dari 

« 

ifiH-l 

A-fg+ftxTito = ^"^'^^ "^ ^^"^^ "^ ^^ ^'^"'^^ "^ ^^"^'"'^"^ ; (39) 
•^ ^ ' ifH-npH-l 

qui non si muta m c decresce ji ; la form, serve al caso di p ]> 0. 
6° PoDgasi neHa formula (39) p + 1 in luogo di p » avremo 

•^ ^ ' m + np -f-»-+-l 

na (pH-1) 

per questa formula rimaoe intatio m e crcsce p; la formula 
giova al caso di p <^ 0. 

EsBHPia DebiMsi iolegrare — ==-=: x""^ > (a— d?)~~ > dx. 

\/ax — «• 

Facendo 6 = — l,fi = t,m = r— },p = — J, la (36) da 



r x'dx _ ar^\/aX'--x^ (2r— l)a r x^'^dx 



e conliouando ad usare questa formula giungeremo alia fnnzioue 
=. il cui inlegralc 6 c -+• ar sen — ^^ [n. 492 (23)]. 



^ax — X 

500. ScoLio. Uno del modi per agevolare c renderc possibilc 
rinlcgraziooe dcUe funzioui irrazionali coosisie lalvoUa nel tra* 
sformarle in runzioui razionali. Qucsia Irasformazione non puo 
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farsi per altro che in pochr casi; i segaenti meritano di essec 
presi in ispeciale esame. 

I. FuNziONi iRRAZioNALi MONOMIE. Ogni funzioiie Xdx in cui 
X Don contenga che irrazionali monomiey potr4 sempre rendersi 
razionale; infatti gF irrazionali monomj contenuli in X sjeno 

V'j?, yj?, \/x; facendo aj = jK'""''; avremo 
siccb^ la fanzione Xdx diverrft razionale. 

II. FUNZIONI IRRAZIONALI DEL 2° GRADO. 

dx 



1° Sia Xdx = 



V a-hbx-hx^ ' 



Porremo \/a -hbx -+- cx^= z — x; qaindi risultera 

a-hbz-hz* „, 2dz 



^a + bx + x' = z-x=—^-^-^ , jr<te = j— ^; 



intcgrando rilroveremo la formula (9] n. 485. 

dx 



3S Sa Xdx = 



cd X* — bx — a=:[x — A){x-^B). 



Porremo \/a-^bx^x*=:\/[A — x)[x — B)=i[x — B)s; 

doDde risQllera xz=^ j-, dxzzz-^^—r- 

1 -f- z* ' (1 - 



^•;" ' 



/ z i B — A ^. 2zdz 

ya -hbx — a?" = 7— — ^,-, Xdx = — ^ 

^ iH-a' 1-f-z 



t • 



3° Abbiasi Xdx = \/a -h 6a? ± a:* . da: ; sara 

-., [a-h'bxd=x*)dx 

Xdx = ^—p=====L-. ; 

Va -i-bxdzx^ 

talche la fanzione poira rendersi razionale mediantc i dae 
modi Qsaii precedenlemente. 
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III. FUT«ZI0N1 IKRAZIONALI BINOMIff. 

A|)biasi Xdx = a:"'(a -^ b a:'•)^ 

Supporremo che gli esponenli m ed n sieno iDteri , perchd ore 
fossero fralti la fanzione potrebbe assoggeltarsi alia trasfornia- 
zione indicata qui sopra relativamenle alle differcnziali irrazio- 
nali moQomie* Sapponiamo adanqaecbe solo p sia firaUo; poogast 
a -h ftx* = z ; avremo 

daoqac se sar^ an numero intero posilifo o negntiva, 

la fanzione di z non avri allro irrazionale che il faUore 2*** 
Ci6 posto si osseni che 

«* (a 4- bxy= x'^^lax "" " H- tydx ; 
dalla condizione suespressa risulta che la fanzione binomia po- 

irk renders! razionale qaando il namero ~ ovvero 

w-f-1 . . , 

hp sara intero. 

11 

Dnnqae F irUegraxione dettafunxioru binomia x°'(a + bx*)' 

potrd umpre ridursi alia integrazione t una funzione razionale 

quando uno de' due numeri 5? , h p $ard intero. 

' n n "^ 



IV. V integrazione delle funzioni esponenziali , 
e delle funzioni logaritmiche. 

501. Pbincipio. Sia J =: Far , Z=fz, z = px; sia inoltre 
JXdx = X,, JI,dz = I,\ ... jT^'dz = r; 
mediante la integrazione per parti avremo 

jxzdx = zx, — jx.z'dz, jx.z'dz = rx, — }x,rdz , . . . 

jXZdx = ZX,— Z'X.^Z'X, ...^Z "^'^X^zhJXJ^'^'dz. (1) 
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Notisi chc facendo uso di questa fornrala le derivate Z' , Z", 
Z"' , ec. si detcrmineranno come se % fosse variabile indipcndente. 

502. CoROLLAHio I. Sia J=l, %=:x\ 1 funziooe di x\ 
afreino stante la (1) 

]zix = a?z - 1 xn'+ ^ xn\ . . ± g-^ Kz»-»ite . (3) 

503. CoROLLARio II. Sia Z = x" , a?remo dalla (1) 



504. Probleha I. Integrate la funxiane af'^dx. 

Siccome a* = e*^ V integrale richiesto si otterri lostocU 
abbiasi rintegrale di e'^^^dXf.oyyero di e^^cLr, parch^ dopo il 
calcolo laddoye d a poDgasi la. Facendo Z = pXfZ = Xy 
avremoy stante la (1), 



e" „ e- _ r 



Z'=<,':r, r^r^-o?, oc. X, = -, J.=:-,,... X,= -; 

rax J C"/ <?>'a? «>"X _^ «>**''*'a?\ ^ 1 r .r m» J /«»x 

;e«?,ar(te = — (^^-^4-^,-...=fc:^^ (5) 

505. Problema II. Integrate la funxione c**a?"<ia?. 
Dalla prccedente, facendo (pxzzia^ ricayeremo 

a \ a a' a* ^ ^ ' 

506. Problema III. Integrate la fmziane 



a?" 



Facendo Z=:c**, z=rcw:, J = -r, sarA 



a:" 



7f — _ — mO* yti «Z 7(ii)_^« 

'"~(«-*}^"-* ' * (n~l)(n-2)a:»*-»»- -^H-i-{n-l)(n-2)...2.1^ ' 
non si pa6 procedere oltre perchi 1' altimo fattore del denomi- 
natore di X„ diverrebbe zero ed X„ inCoilo; dunque la (1) dara 

ra-dx _ ^„( 1 «___ ^ 

J x" \n— *1^""' (n— l)(n— 2Jx"-» ' "* 

o*"* \_, o"~' i^ e^dar ,^ 

■""^(n— l)(n— 2)...2.t„r/~(n — l)(n — 2]...2.iy J * ^' 
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L'inlegrale della fanzione — ^ , n esscndo intero , dipendc 

adunque dairinlegrale della fanziooe , il quale non si pud 

ottenere aUrimenti che sviluppaDdo in serie responcnaiale e"* ; 
laonde 8ar4 

g« _ I , or a V aV 

_- = te + ax4- 2:2 -^2X3 -^ • • • • ^*^ 

507. Scoua Se ndla fDnzione t^^ix fotie ^ una p6- 
tenza fratta di x Tuna o Taltra delle due formnle (5) (6) var- 
rebbe a ridnrre responente della x ad una frazione positiva o 
negatiYa ininore deirunita. 

508. Problema IV. Integrare la funzione YxXdx. 
Facendo nella formula [4] n. SOS, x = la; » avremo 

y*ra: J(ir = J,ra: — n J,l*"*arH-n(n — 1) Jjl""*^— • • • 

/X dx 
— ^j (*5 
X 

doTesart J, = ^Ida?, J, = j -^ — ,J,=y — ^-,... 

509. Problema V. Integrare la funxione Vx. x^'dx. 
Facendo odla formula precedente X=x*f avremo 



iH-i* 



^'~i;rTi* •"■(Sk!)''**' """(m-f-ir'-^ j? ~(»h-i) 

510. ScoLio. Questa formula pu6 ricavarsi dalla (5). Infalti 



facciasi e*= ;k; sart e~ = «■ ; e'^ix = «r-*cfa, a? = 1«, e quindi 

%/ a ^ a » a ^ 

or mutando ;s in x, cd a in m + 1, avremo la formula (10). 
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511. Problema VL Iniegrare la funxume -r^ — . 

La formula (7) (a. 506] ove si faccia ^ = »f e si cangi di- 
poi xia X ed a in m + It darft 

/ x^dx ^ ,^t / 1 m-hi 

TF"" ^ V{n — l)i*-*a? (fi — l)(n — •i)l*-*x"^*'' 

(m + ir' ^ (w-Hr^ p*to /. .^ 

^(n-+-lXn — 2)...2.1lJ?) (n — l)(n — 2) ...2.W \x '^ ^ 

x^dx B^'dx 
L'lDt^ale di -^j — dipender^ da qoello di : perci6 non si 

potr& esprimere che per una serie la quale si dedurr^ dalla (8) 
(fi. 506) facendovi le medesime sostitnzioni indicate qui sopra. 



F. L integrazione delle funzioni circolari. 

512. Problema I. Integrare la funxione sen x cos xdx. 
Sar& sen x cos xdx = 8enxdsenx=z — cos ordcos x; 

J sen X cos xdx = } sen'a: -f- c=: — J cos 'x -h c. (1) 

dx 

513. Problema II. Integrate la funxione • 

sen a; cos 0? 

S jL ^^ (8en*a?-f-cos*jg]da? dsena? dcosa? ^ 

sen X cos x sen x cos x sen x "^ cosj? ' 

= Ic (anff X. (2) 

senxcoso? ° ^ ' 



514. Problema III. InUgrare le funxiimi 

' sena? ' cos a: 

'iS¥=sen(i7r=ba;)' J ■^5i^='^^«°K(i^=*^i^)- W 

515. Problema IV. Integrare k funxioni iangxdx^ cot xifar. 

a X ^ « sen a?cte /^ c 

Sard tang a?dr = , / Ung xdx=l —^ , (5) 

coso? *^ * cosa:' ^ ' 

cos xdx r* 
co{xdx= — — , J cotx(fo = lcsenar. (6) 
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516. Problema V. Integrare k funziani sen *xdx , cos^xdx. 

Essendo dx=[sen*X'hcos*x)dXf d(senx co&r)=(sen*x— K;os*a;]dx ; 
a?remo /sen *xdx = Ja? -f- J sen a: cos a? -h c, (7) 

/cos *xdx =zlx — I sen rt; cos x-^-c. (8) 

517. Problema VI. Integrare le funziani senZxdx^ cos2xdx. 

Sar& sen 2xdx =2 sen o^dsen a; = — 2 cos J?dcosa; , 

/ sen 2xdx = sen 'a: -h c = — cos' x-i-c; (9) 

cos 2xdx = cos *xdx — sen *xdx = cos a; d sen a? + sen a; d cos or, 

/ cos 2a;dir = sen x cos a; 4- c. (10) 

518. Problema VII. Integrare la funxione sen**a; cos ""xdx. 

V Sia m>0| ed n qualunqne; avremo 

_ ^ , sen ""*a? d cos """^o: . 
sen a: cos xdx = 3 ; 

/- - sen*~*a?cos*^*a? m— 1 /• «., ..*a ^ 
sen*xcos*a?=: . h j / sen*^'a:cos"^xda?: 

ma 8en**~*a; cos**^« dx = sen'^'a? cos ""xdx — sen**a? cos*a; dx ; 
perci6 risulta 

/-, _ - sen**~*arcos"**a: m— 1 n -. , _ , .... 
sen**rcco8 irdir= 1 / sevT^'xcos^xdx. 11) 

2° Sia fi]>0, ed m qualunqne; sosliluendo |ir — xada?, e 
cangiando m in n e viceversa , otterremo 

/_ ^ . sen***ar cos*~*« n— 1 /• « »«, . f.^s 
sevTxcos xdx=z 1 I sevrxcos^ ^xdx. (12) 

7* Sia m<0, ed n qualunque; ricavando dalla (11) il va- 
lore di / sen **~*x cos^'xdx, e mutando m in — m + 2, avremo 

/ cos*dgdg? cos '*'*'*a; m — n — 2 nco^^xdx .-„. 

sen*'^; (m — l)sen*"*a? m — 1 *^ sen*^V ^ ' 

4° Sia n<^0, ed m qualunque^ ricavando dalla (12) il va- 
lore di / sen *x cos ***' a?dx, e cangiando n in — n + 2 » sari 

/ sen*'arda? _ sen*"*'*a? n — m — 2 rsen'^xdx ,. 

cos "a: ""(n— l)cos""*a: n-— 1 *^ cos**^ar '^ ' 

S7 
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5° Sia m>0,n = 0; la (11) dkvk 

sen* xdx= 1 J sen"^"ar dr. (15) 

6«Sia m<0,n = 0;la (14) dara 

/ dx cos a? m — 2 r dx .^^. 
sen*"a? (m — l)8eii'*"*a? m— W sen"^V ^ ^ 

7** Sia n>0,m=:0; la (12) dar& 

/^ J sen 0? cos *"*a? n — 1 /* ^_, . ,--. 
cos" a da: = 1 J cos" 'a;o«. (17) 

ff* Sia n < 0, m = 0; la (14) dara 

/ <te sengg n — 2 n dx ..^ 

cos"«~(n — Ijcos''"'*^? n — W cos^^V ' ' 

9^ Sia m<0,n<0; perchd cte = sen'a:(ir+cos*2r<te, aYremo 

/dx /* do? p dx ,^n\ 

sen^scco^x'^J sen '""•a? cos* oc ^ sen* a; cos"^^ ' 

lO"" Sia m=:n,percM sen x cosa; = isen2a;,faUo2a; = if, 
sar^ J sen* a? cos* a: (fcr == ^m+l j sen*tidtt; (20) 

/__^_=2-. rJa^, (21) 

^ sen ojcos ar */ sen u * ' 

519. ScoLio I. Alle formnle precedent! aggiangeremo 

/, , cos"**a; .^. 

sen X cixTxdx = j -f- c, (22) 



/sen*'*'*x 
sen*a? cos arete = 3 — f-c; (23) 

le qoali si oitengono e dalle formule (11) e (12) » e per integra- 
zione immediata. 

520. Scouo IL Frattanto si vede che T iotegrazione di 
8en*a: cos"a:cte» stante la (11) si far& dipendere da qaella di 
coeTxdx di sen x cosl^xdx secondoche m sar^ pari o dispart ; 
stante la (12) da qnella di sexTxdx di sen*a; cos xdx. V inte- 

ciQs^xdx ^ • 

grale poi di ^ — dipendera in virtu della (13) da quelia di 

sen X, 
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tosTxdx di ; e per la (14) rintegralc di — -— si 

ridarrt all' integrale di woTxdx o di . Or irr ioteerali 

cos X o o 

di sen dP tofTxdx e sea**^; cos^da; sono dati dalle formale (22) (23) ; 

e gr iDtegrali di coBTxdx, 9en'^xdx , , oer mez- 

sena; cosic "^ 

zo delle fiHrmale (17) (15) (13) (14) si faranno dipeodere da- 

grintegrali di dx, cos xdx^ sen xdx. , .S2L£_f ovyero coU, 

sen a? sen a? 

dsr sen xdx 

, ^^^ oyyero tang x , i quali son noli. 



C06X cosa? 

Le formale (16) (18) ridurranno ancb' esse gV integral! di 

dx dx ,, . , 1. .. J dx dx 

— 5- , — s- agl integrab di dx , , . 

8en*a5 cos*aj ® ^ sen» cosa? 

In fine per la formula (19) V integrale di — ^ ;^ , di- 

sen X cos x 

dx 

penderi dagl' integral! suddetti o da qnello di . 

'^ ^ ^ ^ senxco&r 

8S1. ScoLio III. i! da notare che le fnnzioni circolari delta 
forma sen^a? CQS*xdx possono trasformarsi in funzioni algebri- 
che binomie per essere integrate alia maniera di queste. Pongasi 
9akx=:2zecosxdx=zdXf oppure cosap = ii e sena;da? = — du; 

sari sen*!? C08*a? dx = «•(! — ij*)**-*^d< = — i4*(l — •u')*<"^*> du ; 
donde si Tede cbe T integrale si potr& agevolmente ottenere 
qaando ono de' nnmeri m , o n » o m -h n sia pari. 

522. ScoLio IV. il da avTortire altresi cbe Fint^razione delle 
fnnzioni circolari potri talvolta semplicizzarsi assai sosfitnendo 
alle potenze de* seni e dei coseni di x gli sviluppi loro in fnn- 
zioni linear! de* seni e de' coseni dei mnltipl! di x. 

583. Scouo V. Le formale (74) e (75) n. 260, dimostrano 
che qoalanqne fdnzione circolare pad trasformarsi in funzione 
esponenziali. Dnnque I'integrazione delle fnnzioni circolari si pn6 
riowidarre a qnella delle funzioni esponenziali. 

524. Problema YIII. Integrare e" cos bxdx , e"* sen bxdx. 

Integrando per parti si trora 

/e** cos bxdx = h - / «** sen bxdx , 
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/«•• sen bxdx = . / «•* cos bxdx : 

qaeste equazioni conducono poi alle seguenti 

/-. - , a cos 6a? -I- 6 sen 6jj ^ 

/^ - - a sen 6a? — 6 sen 6a? ^. 
e*** sen hxdx = i — n e" + c. 
a*-H6' 

525. Probleua IX. Integrare (ar cos a?]"" do? » (ar8enj;]"da:. 
FacendoX=:l, js=arcosa?, =arsena?, la formula (i) 

(n. 502], dar& /(ar cos x^dx = 

,„r n\/l— a?' n(n— l)a? n(n— l)[n— 2)Vl— a?* 1 

arcosa?)** a? ^^ j^ -rr^- r S *-••• H"^ 

^ ' L arcosa? (arcosa?)' (arcosa?)' J 

/(ar sen x^dx = 

^ ' L arsena? arsena;)" (arsena:)' J 

526. ScoLio. Si osservi che mediante rinlegrazione per parti 

si ha J X ar sen x.dx =ar sen xj Xdx — J ■■ -^ , 

J XskT tang a?.cte =^ ar i^ngxJXdx — j v-—— t"? 

di questa gufsa F integrazione delle fanzioni contenenti archi di 
circolo si ridace ad una integrazione di funzioni algebriche. 

Vl V integrazione per serie. 

527. Dbfinizione. Integrazione per eerie dicesi ogni metodo 
analitico direUo a determinare V integrale d' una funzione sotto 
la forma d* una serie infinita. 

528. Pringipio I. Sia fxdx la funz. da inlegrarsi ; avremo 

ro fo f'o 

fxdxrr^fOdx-h-j a:(te 4- ^-g a?*rfa? 4- foQ^'*"?-^* •• 



/f 
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Qaesto d V integrale delta faozione fxdx sotto forma di serie 
infinita. 

529. ScoLio. Siffatta serie sar^ convergente ogniqaalvolta 

sar^ convergente la serie (1] ; infatti la serie (1) ^ convergente 

quando il termine complementario per tutli i valori di x com- 

presi fra ed j? pu6 acquistare un valore tanto piii piccolo 

qaanto piu d grande n, e riuscire minore di qualunque quantity 

data. Sia T il maggior valore che pa6 acqnistare il coeflBciente 

fH6x] 
•J-^ — '—; se il termine complementario ddla serie (1) soddi- 

Fa?*** 
sfarJi alia condizione di convergenza, anche il termine . , 

ed il termine complementario delle serie (2) soddisfaranno alia 
condizione medesima. 

530. PaiNCiPio II. La serie (5) n. 89, facendo % =:Xf h==—Xf ik 

y ^ 1 1.2 1.2.3 

Ci6 posto snpponiamo che c-hpx sia V integrate della fan- 
zione fxdx; avremo jfxdx = c + 9^; ovvcro in virtu ddla (3) 



I fxdx = c -4- oO-f- ~-a^— ^ a? -f- -^ — x — ^ . x 



+ ... 



n 



9O essendo costante si pu6 incladere nella costantec;ed a^'o; 
9"a:, 9)*a?, <^^x . . . potremo sostituire /a:, fa?, far, f'x ; danqne 

Qnesta ^ la serie nota sotto il nome di Strxt di Giwanni 
Bernoulli; anche di essa ci potremo valere ad otteuere F inte- 
g^ale della fnnzione fxdx espresso per nna serie infinita. 

531. ScoLio I. Notisi che si in questa come nella equazione (2) 
la costante deve delerminarsi attribuendo alia x an valore par- 
ticolare il qaale renda la serie convergente, o che sia il limite 
dei valori che soddisfanno alle condizioni di convergenza,fperch6 
in ogni altro caso la serie non da altrimenti il valore della fan- 
zionc donde d stata desanta. 
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532. Sgolio II. Talyolta il calcolo ddle successiye derivate 
fxyfx^fx,... riuscM assai laborioso e difficile; e potrt otte- 
nersi piu facilmente srolgendo in serie fx moltiplicando per do? e 
iDtegrando i termini risultanti. 

533. Sgolio III. La serie di Giofanni BemooIIi concide colla 
formnla (3) n. 502, dove Z rappresenta la fnnzione fx. 

534. Sg(H.io IV. Pu6 la integrazione per serie servire ial- 
volta a sviluppare in serie ana funzione data fx\ imperocchd 
essendo fx=zjdfx:=j fx dx, d manifesto che la serie esprimente 
r integrate Jfxdx sark lo STilnppo di fx. Qnesto metodo riesce 
ntilissimo specialmente nel caso in cui fx sia fnnzione trascen- 
dente ed fx funzione algebrica, come si vedrA nei segnenti pro- 
blem!. 

535. Problema I. Svih^ppare in ierie 1(1 + x). Primieramente 
si osseryi che dl[i'hx)=z{i-hx)''^dx; per cui sar& 

fa: = (1 -f- a?)-*, f aj = — (1 + a?)-", f'x= 15(1 + a?)"*, ec 
/0 = l,f0z=: — l,f0=1.2,f0 = — 1.2.3, ec 
Qnindi in ?irta della eqnazione (4) avremo 

ttM \ X X X X 

l(l4.a?) = c-h^ — -^-h y — -j--f. . . . 

qnesta serie riesce tanto piu conyergente quanto piu d piccola la x; 
facendo x=:0 (n. 531), si trova 11=0, dunqoe c = 0, e perci6 

tiM \ ^ X , X ^ . 

l(l + a:)=j-^+3.--j-+... 

536. Problema IL Sviluppare in serie la funxione ar sen jt. 

Si osseryi che d ar sen a; = (1 -^ x*)^^dx. Ora la formula 
newtoniana del binomio d& 

moltiplicando per da? e integrando, ayremo 

infiniti sono gli archi cui corrisponde il seno x^ ma siecome 
lutti qnesti archi medesimi si deducono come sappiamo dal piu 
piccolo di essi, percid supporremo che arson a; sia appunto il 
piu piccolo di tutti gli archi cui spetia il seno x, cio6 che 
ar send? non sia >|7r. Per determinare la costante c porremo 



IL CALCOLO 1NTB6RALE 295 

meote ai yalori di x che rendono convergente la aerie oUenuta. 
Or questa serie riesce tanto piu con?ergente qoanto pi Ji i piccola 
la Xf e percid potremo porre x=zO (n. 531); ed allora ayremo 
ar8en0=c; ma ar sen = 0, danqae c = 0; danqae 

1.1 , 1.3 , . 1.3.5...(n— 2) ^ 
2.3 2.4.5 2.4.o...(fi — Ij.n 

537. CoBOLLARio I. Ponendo «= 1 avremo ar sen rr = {tt , ed 

_ 1 • 1 1.3.1 1.3.5.1 1.3.5...(n— 2).l 

,7r_l-4- J g "^2.4.5"*" 2.4.6.7 '• ' 2.4.6...(n— l).n '^'" 

538. CoaoLLARio IL Ponendo x=: |, ayremo ar sen x=2 { ir, ed 



I _1 1 1.3.1 1.3.5.1 1.3.5... (n — 2).l 

« '^ ~ 2 ■*" 2.3.2» "^ 2.4.5.2» "^ 2.4.6.7.2^ ^ 2.4,6... (n — l).fi.2" " 

539. PaOBLEMA III. Sviluppare in serie lafunxume ar tang op. 
Si osservi che d ar tang a? = (1 -f- a?')"*(te; ora 

(1 -r a?*)""* = 1 — a;* H- a?* — aj* -H . . . 
moltiplicando per dar e integrando, avremo 

a?' 35* a?' 
artanga;=:c4-d? — q'^"'s' — "t*"^'** 

sapponendo che ar tang x sia non ^ i tt, e facendo a; = (perchc 
la serie riesce tanto piu convergente quanto piu 6 piccola la a?), 
avremo ar tang = c, dunque c = 0; duoqne 

a:' x' a?' 



... 



arUng«=:a;— ^ + ^ — y + 

540. CoBOLLARio I. Ponendo a? = 1 , avremo ar tang x^^tt, ed 

_1 111 

541. GoBOLLABio II. Ponendo tanga;=:|,(ang y=i:|, sara 
tang (« H- y) = 1 (*) ; dunque 

{ TT = a: 4- y , cio4 J ^ = ar tang ^ + ar tang \\ 



nu«g{«+»)=JiEi£±J^. 

1— tang X tang t/ 
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dimanierache facendo ncUo svilap|K> di artaDgj;,a;=:J,rcr=i, 
e sommando i risultati, avremo 

I — 1 J- ^ 1 J^ 1 

*''~2"' 3.2' ^ 5.2»""""^3~ 3.3»"^ 6J»^- 

serie assai piu convergcnte della precedente. 

1 5 

542. CoROLLARio III. Per tang a?=:g, sar^ tangar = |^, 

120 1 

tangto = jYg (*). Siay = 4a; — {tt; sari tang y = gggn» ed 

— * *L. Jl _J _L_ t 
i'^"^ 6~ 3.5» "^ 5.5»~*'* 23"9"^3.239» 5.239* "^••' 

543. ScoLio I. Fratlanto dalle cose dette si raccoglie che 
una funzioue ^xdx pQ6 sempre riputarsi differenziale esatta 
d'una certa funzione di x; imperoccbd o pxdx sari il differeo- 
ziale d'ana funzione cognita di a;, ed in questo caso I'integra- 
zione potri effettuarsi immediatameDte, o rintegrazioDe si fara 
svilappando in serie la funzione (px e prendendo Tintegrale 
d'ogni (ermine. 

544. Scouo II. Per mezzo del calcolo integrale non solo si 
possono datele funzioni trovare le serie, ma ben anche date che 
sieno le serie si possono trovare talvolta le funzioni corrispoo* 
denti; ciod si possono troYare le somme delle serie medesime» 
ove per altro sieno con?ergenti. II metodo consisle nel moltipli- 
care le serie proposte per un tale fattore differenziale che renda 
i suoi termini integrabili, e cbe conduca inoltre ad una serie la 
quale si sappia sommare. 

EsEHPio. Sia s = ar + 2a?* + 3a?'...-+-war"dir. 

Avremo 

X 

integrando 

/sdx • , « a? — a;"*' . 
— =:a?4-a? 4-a: ....4-0?"= -r ; 
X 1 — X 

/.. - « 21anRa; /,., , ,. . . tanff4x — 1 
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differenziando e sopprimendo il Tattore cte, 



»»»•♦•* _i_ •»/«•*+* 



__ a: — (n-f- 1) a?*** -f- nx' 

545. S€OLio. II suindicato mctodo d* integrazione giova a 
determinare la fanzione Fx data che sia la saa derivala 

A —,o AFx, -; (n. 65, 66, 67). 

X X ^ . 

!• Sia dFx = A—dx; (5) 

X 

Taoendo Fx = y^ aYremo 

xy' — Ay, xy" + y = Ay', xf-h 2y"= Aj^; . . . 

jry<»+*>+ nj<"> = Ay^""^ ; »«"*'^ = {A — n)^; 

X 

e di qaiy facendo n = 0, =:1, =2, ec, avremo ancora 

»•"= (A-2) ^ = il(A - 1)(A - 2) |j , 



x 



y"'= il(l - i](A -2)... [A- (n- 1)]^, ; 

X 

cons^uentemente per la serie del Taylor avremo 

^ ' ^ 1 « 1.2 a?* 1.2. 3... n a?* 

F(£-fA)_ ilA ii(il— 1) ft* ii(A— 1)...[A— (n -l)]A" 

~F^~*^Tx'^ "T2~a;»- -"^ 1.2,3...n a?*" 

f (a?4-&) _ /. , ft y F(a? + ft )__fa? 
Fa? "" I "*"a?/ ' (a?-hft)2~ x^' 

Fx 
V ultima equazione dimostra maDirestamente che la qaantiti^ — ^ 

noil varia al variare delta x ; dunque essa e costante; dunque 
Fx 



J =^ OYvero Fx = Bx^. 



%H 
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Sostitaendo questa espressiooe di Fx noUa eq. (5) avremo 
Bdx^ = ABx^}dx ovvero dx^ =. Ax^ "^dx ; di qnesla guisa 
si ritrova Y cspressione del diffcrenziale d' una poteoza. 

^ Sia dFx = AFx dx ; (6) 

avremo Fx=zAFx, F'x = A^Fx, F^'x = A*Fx,... 

F[x^h) = Fx[i+-^^^^^^^...) 

F(X'^h) = Fxe^\ 

Cangiando a; in A e viceversa, quindi ponendo h=zOf sar& 

F{x 'hh)=:Fhe'^% Fx=: FO.e^' =z Be ^^ 

Sostitaendo questa espressione di Fx nella equaziooe (6) 
ayremo de'^'z^Ae'^'dx. 

3^ Sia dFx = ^ ; (7) 

X 

avremo Fa?=^, F"a?=: — 4, F'^'a? = 1.2-4. -. 

X X X 

F[X'hh)=Fx-hA\[i-h^yF[X'^h)^A\{x^h)=Fx—A]x; 

questa equazione mostra che la quantity Fx — Alx non Taria al 

variarc della x e che percio d costante; dunque Fx = B-j- Alx. 

Sostituendo questa espressione di Fx ndla equazione (7) si 

dx 
Irova dlxz^ — . 

X 
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VI L Le condizioni cut debbofio soddisfare le funzioni 
differenziali del prima or dine a piii variabili in- 
dipendenti per essere differenziali esatte; Tinte- 
grazione di quesle funzioni. 



546. Problbma I. Trovare le cofidizioni cui debbono soddi- 
sfare k funximi Pdx -f- Qdy, Pdx 4- Qdy -1- Rdz, cc, acciocchi 
sieno differenziaU esatte; x.y^x essendo variabili indipendenti. 

Sia 17 una fuDzione qaalanqoe di or ed y; il differenzialc 

completo della U sBtk dI7=^ckr+ j'^Vf dunqae acciocche 

Pdx -\- Qdy sia una fanzione differenziale esalta, e si possa per 
coDsegneoza considerare come il risallato della differenziazione 
d*ana fuDzione V, dovr& aversi 

n dV ^ dU dP dfV dQ d^U 

dx dy dy dxdy dx dydx^ 

danque Pdx + Qdy sara ana funzione differenziale esatla quando 

abbiasi ^^^- (*) 

Sia V una fanzione qualunque di x, y, z; II differenziale 
completo della V sar4 dU=: yz, dx -h j- dy -h j- dx; dunque 

accioccfad Pdx -hQdy + Jlcb sia una funzione differenziale esatla 
cio6 completa, e si possa considerare come il risultato della dif- 
ferenziazione d'una funzione 17, dovr& aversi 

p-dU dU dU 

danque Pdx + Qdy + Rds sar& ana fuDEione differeoziale esalU 

. ... . dP dQ dP_^dR dQ dR ,«^ 
qaaado abbias. ^z-^. ^z^. ^z^. (8) 

Nello stesso modo potrebbero delerminarsi le condizioni cui 
debbouo soddisfare le funzioni del l"" ordine fra quattro variabili, 
fra cinque, ec., per essere differenziali esatte. 

547. Principio. Sia 17=JP(ir,dove Pconlienela yariabilcx 
e piu costanti a, &, c, ec.; fatta la integrazione nulla vieta che 
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si cerchi la derivala di V relativa ad una delle cosianli medesH 
me, per escmpio a; quesla denvata sara -r- = -^ — . 

Or siccome dJJ = Pdxy e percid -^ =i:P, sara ji;t = ^r 

d^V ^ da . ^ da dP ... ... . 

ma . = — -T— ; danqoe — t-= jT-; molliplicando per dx^ 

ed integrando rapporlo ad x^ avremo GnalroeDte -^ =2 J -^dxy 

djPdx rdP , 

/dP 
"J- dx uella supposizione di a coslante. 

Da ci6 si conchiude che la dififerenziazione della fanzione ^Pdx 
rapporlo ad una quantiU a contenuta in P pu6 farsi soUo il 
segno/; in allri termini le due operazioni espresse nella formula 
dJPdx daUe caratteristiche d ed J possano inverHrsi. 

548. Problema II. Trovare V iniegrare della funx. Pdx + Qdx 
nel supposto che essa sia una differensiale esatta. 

Se Pdx -+• Qdx ^ il risullato della differenziazione d'una 
fanzione 17 delle variabili a?,y, sara forza considerare il ter- 
mine Pdx come il diflerenziale di V preso nella ipotesi di x co- 
stante. Consegaentemente ad avere Tintegrale di Pdx-hQdy 
polremo supporre la y costante ed aggiungere all'integrale ^Pdx 
dove solo la J? 6 variabiles la qaantitit T che potri considerarsi 
come fanzione di y. Avremo adanque 

V=lPdx-\-Y. (3) 

Or per determinare la Fsiosservi che dovendolafunz. /Pdix+F 
diCFerenziata rapporto ad x ed y prodarre la fanzione Pdx-h Qdy^ 
la derivala di JPdx + F presa rapporto ad y dovra esscrc 
identica a Q; avremo adanqoe 

c qaesta j'nlcgrazione sara possibile ogniqualvoUa il differcnziale 
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/dP 
-j-doppreso rapporto ad x cioc la quan- 
tity j^ dx — rr^ sift Xhvlldi ; e 9ar^ nulla difatti quando la pro- 

poata sari diSerenziale esalta , cio^ quando abbiasi -^ 2: j- . 
Sosiituendo il trovato ?alore di Y nella equazione (3) avrcmo 

V=zC + fPdx+f[Q-f^dx)dy: (4) 

questo sarft V integrale richieslo. 

549. Scouo. Siccome -v-z:-p,aI]aespressioneO— f -t-c/^ 

potremo soslitnire Q— r J ';r-dx. Ora se dopo avere differenziato 

Q rapporto ad x^ integreremo il risultato rapporto ad x^ si ripro- 
durranno que' soli termini di Q che contengono la a?; il perchi 

r integrale J^r dx rappresenta que* soli termini di Qcbe con- 

tengono Xje Q — J -j^dx quci termini di Q che non conten- 

gono x; indicandocon Q^ la somma di siffatti termini, r inte- 
grate della proposta prenderi la forma 

U=C-hjPdx-h[Qidy; 
molti sono i casi nei quali gioveri yalersi di questa formula. 
EsBHPio I. dV = (a* + 2a?y 4- x*)dx -h (a?* 4- y* — a^dy. 

Questa funzione $ una differenziale esatta, perchi nr- =^=2ar. 

Ora JPdx=a*X'h x^y 4- J x\ 0, = »' — a\ JQ.dy = \ »'— cfy ; 
dunque F=:C-*-a'a?4-j?*y -f- ia:'-h Jy* — a'y. 

ESEMPIO II. dU= fl+^L^Y^ _ ^) . 

x* -h y* \x y / 

Siffatta funzione d anch'essa differenziale esatta, ayendosi 

dP dQ a;'- y' 



,!>« ' 



dy dx (a;'-hy') 
Ora /^^i+-JL^ Q=!:^ ?L (?,==-; 

X a?Vy^* ^ !/ «M-y" ^* y 
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jPdx= ar tang - + la: ,JQidy = ly , F = C -f- ar (aog - +1 - . 

550. Pboblema III. Integrate la funzione Pdx + Qdy + i)<fe, 
ml supposto che essa sia una differenxiale eeatta. 

SopponiaiDO costantela Zy Tinlegrale della proposla sard 
V=fpdx-^f[Q — fj^da)dy'^Z) (5) 

purclie ^^^ "T-^^T^f ^^ che a?Yerrd quaodo la proposla sara 

una differenziale esatla; Z rappreseolerd una funzione di z. Or 
per determinare questa funzione osserreremo che dovendo sif- 
fatta espressione di U differenziata rapporto ad rr, y e js, ripro- 
durre la funzione Pdx + Qdy + Rdx » la derivata. della espres- 
sione medesima presa rapporto a z dovri easere idenliea ad Jt. 
Dunque avremo 

e quindi 

-=/[«-/^^-/(f-/s^)]-- 

Questa integrazione sard sempre possibile, purch6 V espressione 
che moltiplica dz sia priva della x e della y, il che av^erra 
quando le derirate della espressione medesima T una presa ri* 
spetto ad x, V altra rispetto ad y sieno nulle; e saraimo difalti 
nuUe (eome facilmente si ?edrd facendo il calcolo) , quando la 
proposta sara una differenziale esatta; infatti in tal caso avremo 
dP_dR^ dQ^_d^ 
dz "^ dx^ dz dy* 

Frattanto sostituendo la suddetta espressione di Z nelia 
equazione (5) , a?remo 

17= c+/i'i.+/(o-y^&) 

^ ,», 2a;ft/' — z^] 2v 2z 
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Questa fiiDzione e differeaziale csatta, perchd 
dP_dQ_ kxy dP dR_ 4arg dQ__dR_^ 

Faito il calcolo, giovandosi della formula precedente, avremo 






1 . ..t 

i • 



551. ScoLH) L Sarebbe cosa agevole lo stabilire formnle 
aoaloghe alle precedenti relativameDte alia iotegrazione delle 
funzioni differenziaii del primo ordine fra qoattro variabilis cin- 
que , ec. 

552. ScoLio IL £ superflno il notare che si* giange sempre 
alio alesao integrale qualanqoe sia la ?ariabile da cai si comin- 
cia r integrazione* 

VIII. V integrazione delle equazumi in generale ; 
la teorica delle costanti arhitrarie. 

553. Dbfinizione. Inkgrare una eqaazione differenziale fra 
la fonzione z e le ?ariabili indipendenti dP, y , ec. vaoldire tro- 
vare tnlU i valori di x in funzfonedio?, y, ec. capaci di soddisfare 
alia equazione medesima ; ciod trovare ana eqoazione che possa 
considerarsi come consegaenza della proposta, e da cni la (hto- 
posla stessa possa ricayarsi median le le regole della differen* 
ziazione. 

554. Tbouma 1. Lintegrak di quaktnque equaxione differen- 
ziale. tra due variabUi eriste eempre^ e pud sempre eeprimerii per 
una 9erie; queeto integrale amterrd tante eoitanU arhitrarie 
quante unitd ei traveranno nelFardine delFequaxione medesima, e 
talmmte paste da non potsre essere diminate se non per mezxo 
di dltrettante differenziaxioni successive. 

Sia y = fx; denotando colle letlere AfA^^A^f ec. i ralori 
costanti cbe ricevono la y e le sne derivate ^ttf'f ec. quando si 
fa a? = 0, avremo in virtu della serie del Madanriu 

a:* a? 

y^A + A^x-hA^ "2"^^* 23"*"*" ^*^ 

Ora la y in vece di esser data da una equazione finita sia 
da(a da una equazione del 1° ordine f{oCy y, y') = ; avremo 
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da essa y' = vKa?,t^),y'' = ?(a:, », j/), ec.; qalndi facendo di 
mano in mano le opportune sostituzioni le derivate y\yf\ ec. 
verranno ad essere espresse in funzlone di a; e y; ta]ch6 per 
x=zOfy = A le espressioni delle derivate medesime y,y% ec. 
le qaali si cangeranno allora in ii, , A^ 9 ec. conterranno 
tatte la A che resteri indeterminata. In secondo laogo sia data 
la y da una equazione del ^ ordine p[x,yf y', /) = 0; avrcmo 
da essa y" = vKa?,y,y'), »'" = ?(a?,y,y',»"), ec; quindi ottcr- 
remo j^,y'"9 ec. tutte espresse in rryy^y'; dimanierachd facendo 
^ = 0, siccome allora y si cangia in ii, ed y' in A^^ avremo lo 
quantita i,, il,, ec. tutte espresse per A ed il„ queste due 
rimanendo indeterminate. In terzo luogo sia la y data da una 
equazione del 3^ ordine <p (re, y,y',y",y'") = 0; atremo da essa 
y«' = vp (a:,y,y',y"),y"=?(a?,y»»',»",y"')» ec.; facendo poscia 
a: = 0, ecangiandoy,y',y" in A,Ai,A^, otterremo le quantity 
A^yA^y ec. espresse per 1, ilj^ii, rimaste indeterminate. Ra- 
gionamento analogo pu6 farsi quanto alio equazioni deri?ate 
degli ordini superior!. 

Frattanto si vede che sostituendo le espressioni che in tal 
gulsa si trorano de'coetBcienti Ajy A^y A^y ec. nella equazione 
(i) verremo sempre a determinare la funzione y (che ^ quanto 
dire V integrale d' una equazione differenziale ) , sotto forma di 
serie; nella quale resterii per altro una costante indeterminata A 
quando Tequazione differenziale medesima sar4 del 1^ ordine, 
ne resteranno due AyA^y quando 1' equazione differenziale sara 
del 2^ ordine, ne resteranno tre AyAiyA^y se tale equazione 
sarii del k° ordine; e cosl di seguito. Dunque 1' integrale d'una 
equazione differenziale dell'ordine n fra due variabili esiste 
sempre e pu6 sempre esprimersi per una serie; inoltre questo 
integrale conterra n costanti indeterminate. 

Tali costanti saranno ancora talmente poste neirint^ale me- 
desimo da non potere essere eliminate se non per mezzo di n 
differenziazioni successive; infatti le quantity ii, i.^, Ji,, ... ii^ si 
trovano nelFespressione dell' integrale respettivamente molti- 
plicate per afiyX^yX^y...x\ 

555. ScoLio I. Dal ragionamento precedente si raccoglie che 
le costanti AyAiyA^,.... sono i valori di y)y',y",ec. corrispon- 
denti ad or = 0; nultameno esse debbono considerarsi come co- 
stanti arbitrarie ; infatti siccome quando per mezzo dcUa diffcren- 
ziazione si passa dairintegrale alPequazione differenziale, tali 
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coslanti spariscono 6 manifesto che siffatto iotegrale soddisfa al- 
Teqaazione differeoziale qaalunque sia il valore di esse. 

556. ScoLio II. Pq6 avvenire per allro che faceado x = 0' 
alcnna delle qoantiU y^y^j/S ec. riesca immaginaria o infioila, 
c che la serie del Maclaarin cessi di esistere. In queslo caso il 
Icorema saddetto potr^ dimostrarsi nello stesso modo avendo 
ricoTSO alia serie del Taylor; imperocchd pongasi in questa serie 
x=:a9a essendo an nnmero qualnnque che non renda immagi- 
naria nd inOnita alcana delle funzioni y, y^, j/'^ ec.; rappresen- 
tando con il , il| , ^^ , ec. i valori delle derivate medesime corri- 
spondenti ad rr = a, a?remo 

f[x-^h)z=A-h A^h -+- A^-^ "*" ^3 03^ 

e facendo A =: J? — a, il che ^ lectio perch^ h e qaalanque, 
avremo ancora 

y = A-h-A,[x^a) -hA^ — ^^A.^—^j^-h ...;(% 

lo stesso ragionamento fatto sopra, gioveri a mostrare che talti i 
coeflBcienti di qnesta serie si potranno esprimere in funzione della 
indeterminata A se Teqaazione differenziale data sar& del 1^ or- 
dine; in fnnzione delle indeterminate A9 A^ se I'eqaazione dif* 
ferenziale data sari del 2° ordine; in generate in fonzione delle 
indeterminate AjAi,A^j...A^ se I'eqaazione differenziale sara 
dell'ordine n; e che tali qaantitA indeterminate e arbi trade sa- 
ranno talmente poste da dovere sparire per mezzo di n differen- 
zioni successive. La qaantiti a sebbene sia stata presa a piacere 
non dee ripatarsi arbitraria, perchd essa ^ collegata con A me- 
diante Teqaazione fa = A. 

557. Teoreh A II. Ogni equazume franejedn costanti ar- 
biirarie ehe soddisfaccia ad una equaxiane differenxiale delVordine 
n coineiderd neceaariamente con ogni aUra equasione contenente n 
costanU arbiirarie che soddisfaccia al pari di essa aWequaxione 
medesima. 

Infatti sia F (a?, y, (7, C, ... C^.,) = ona eqaazione fra x, y 
ed n costanti arbitrarie capace di soddisfare alia eqaazione dif- 
ferenziale 9 (op, y , y\ if J ... y^"') = 0; immaginando che dalFeqaa- 
zione F=0 si ricavi il valore di y e si svilnppi secondo le potenze 
ascendent! di a? -~ a e manifesto che gli n primi termini della 

39 
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serie conlerranao a e le n €06Unli arbi(rarie» e saraanoeapacidi 
prendere tutti i valori possibili disponendo coaveoientemeote di 
qaeste costanti qualonqne sia a; tali coefficienti potranoo perci6 
coasiderarsi comecostantiarbitrarie; esiccome i coefficieoU sos- 
segaeoli dipendono necessarjameote da essi alante FeqaazioDe 
9 = 0y percid lo sviluppo di cui si tratta dod differirji in alcao 
modo da qaello ci vien dato dalla eqaaiione (2). 
568. Sgolio. Abbiansi le equaziooi 

P (a?, y) = 0, dp [x, y) = 0, dPp [x, y) = 0,...dr(p (a?, y) = 0; 

esse conterraono geaeralmeolb le medesime costanti a,fr,c,... 
che si trovano contenute nella 1' dalla quale derivano. Qaeste 
eqoazioni potranno ser?ire ad elimioare n delle costaDti mede- 
sime da una qaalanqae di esse; 11 risultato di tale eliminazione 
sara una equazione deirordine n di cui I'equazioae primitiTa 
9 [ jr, y) = esprimer^ Fintegrale. 

Qualunque equazione differenziale si dee considerare come 
proveniente da siffatta eliminazione; imperocch^ dovendo Finte- 
grale di essa contenere n costanti non comprese nella equazione 
medesima si conclude che Tequazione differenziale qualunque 
essa sia, non pu6 non riputarsi ottenuta per Feliminazione dellc 
costanti slesse da una equazione primiliva e dalle n equazioni 
differenziali immediate che ne risultano. 

Tali differenziazioni ed eliminazioni potranno farsi in piu 
modi; perocch^ o prima si faranno le differenziazioni perpassare 
di poi alia eliminazione di tutte le costanti a,fr, c, ..., o Teli- 
minazione di ciascuna delle costanti medesime si far& a misura 
che si ottengono le equaziooi differenziali, cavando sempre partito 
dair ultima eliminata; di questa guisa avremmo una eliminaU del 
2^ ordine che conterrebbe un costante di meno delta equazione 
primitivat una eliminata del 3^ ordine, la quale conterrebbe tre 
costanti di meno, e cosi via discorrendo. NuUameno qualunque 
sia il modo del calcolo, T eliminata delFordinen ciod Fequazione 
differenziale priva delle n costanti, sar& sempre la stessa; il che 
pu6 dimostrarsi nella seguente maniera. 

559. Teorema IIL Da una equazione finita p {x^ y, a, 6, c.-)=: 
non ei pud ottenere eUminando in quaUivogUa modo n coitanti per 
mexxo delle equaxioni differ enxMi desunie da essa^ che tina sola 
e medesima equazione differenaiale delFordine n. 

Supponiamo infatti che variando il modo del calcolo si 
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possa giangere a dae eqaazioni differenti; risolrendo qaeste eqaa- 
zioni rapporto ad j/^"' avremo 

yc'') = <p(ar,»,t/'. ..»<•-'>), (3) y"' = vKa7,y,y',...j^^*-*>); (4) 

da qoaoto abbiamo dimostrato (n. 557) risolta che dedacendo 
dall'ana o dalFaltra ana equazione finita flra x^y edn coatanti 
arbitrarie» otlerremo Teqaazione istessa da cni sono state tratte 
6 per coDsegaenza otterremo dae risnltali identici. Digaisachd 
ricaf ando da questi risaltati il ralorfc di y sviiappato secondo Ic 
potenze asceadenli di a? — a, i coeflBcienti delle differeati potenze 
saranno respetlivamente ugaali; supponeado per6 che alle costaali 
indeterminate il, ilp ii,, ... ^^.i (rappresentanti i valori di 
y^y'^yy-y"'^') vogliasi attriboire il medesimo valore in am- 

bedae le aerie. In questc serie i coeflScienti di ^-j^ saranno 

1.2.. .n 

9(a,i4,.4j,...A^.i],v)/(a,i4, Aj, ... A^_,); bisogna adanquechc 

qaalonque sia a qoeste dae espressioni sieno agaali per tatti 

i valori dati arbitrarianiente alle quantity A^Ai,...A^^j, ed 

alie costanti non eliminate, le qaali sono le stesse da ana parte e 

dairaltra; per consegaenza A, A^, ...A^., doTranno entrare 

nelie espressioni medcsime nello stesso modo; ma esse tengono 

quel laogo medesimo che tengono le quantity x^ y, y\... y^""*^ nella 

espressioni (1] e (2], duoqae qaeste dae espressioni sono iden- 

tiche; identiche sono perci6 anco le eqaazioni da cai sono state 

ricayate. 

560. Definiziohe. Un integrate se conterr^ tatte le costanti 
arbitrarie che gli competono in ordine all'eqaazione differen- 
ziale cai appartiene, si diri iniegrak compkto o generak; se al- 
cana di tali costanti arbitrarie mancher&, cio^ se sar^ nalla o 
a?r^ ricevato altro valore particolare , allora qaell' integrale 
prenderi il nome & integrale incompkto o particolare. 

561. ScoLio. Da un integrale completo si possono dedarre 
infiniti integrali particolari del medesimo ordine attribnendo dei 
valori particolari alle costanti; i qaali integrali soddisfaranno tatti 
alia equazione differenziale cai appartienc 1' integrale completo 
proposto. 

562. Teorbma IV. Una equazione differenziak a due varia- 
bili delt ordine n han integrali primi^ cioi delP ordine n — 1. 

Abbiamo detto sopra che posta Teqaazionc a due variabili 
f> (j;, y] = si hanno da essa le eqaazioni 
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d<p[x,y)=:0, d^(p[x,y)=zO,...drp{x,y) = 0. 

1q quali conteogono generalmente parlando le medesime costanti 
a,ft,c, ... coDtenate nella eqaazione primitiva. Ora in rece di 
elimiQare le due costanti a e b dalle tre eqaazioni ^(x,y) = 0^, 
df>(j7,y)=0, (r^(ar,y)=0 si pu6 non eliminare che la co- 
stante boa delle doe prime; si ayranno in tal guisa dne eqaazioni 
del 1^ ordine, di cai Tana non conterr^ che la costante a, Tallra la 
costante 6. Eliminando di poi da ciascana di qneste due eqaazioni 
la costante a o b mediante T eqaazione primitiva avremo due 
eqaazioni del 2^ ordine senza a nd 6 che dovranno coincidere 
coUa eqaazione risaltante dalla eliminazione simultanea di qaeste 
costanti col mezzo delle tre eqaazioni p(x^y)=0^ df>(a;,sf)=Oy 
^p[^9 y) = 0* I^i qui segae che ana eqaazione del 2^ ordine pao 
considerarsi come risaltante da due diverse eqaazioni del 1^ , 
contenenti ciascana una costante arbitraria non contenula nella 
eqaazione del 2^ ordine stesso. Nello stesso modo potrebbe di- 
mostrarsi che una equazione del 3^ ordine pu6 considerarsi come 
risuUante da tre equazioni del 2^ ordine contenenti ciascana una 
costante arbitraria; e cosi di seguito. In altri termini si pa6 dire 
che una equazione del 2° ordine ammette due integral! eompleti 
del 1° ordine; che ana equazione del 3^ ordine ammette tre inte* 
grali eompleti del 2^ ordine; in generate che ana equazione del- 
r ordine n ammette n integral! eompleti dell' ordine a — 1. 

563. CoROUARio I. Una eqaazione differenziale ddl' ordine 
n ammette ][n(n — 1) integrali eompleti dell* ordine n — 1, 
in{n — l){n — 2) integrali eompleti deirordinen — 2, ec.; il che 
risulta dalle diverse combinazioni binarie, ternaricy ec che 
possono farsi delle costanti , e dall' eliminare piuttosto Tana che 
Faltra di tali combinazioni. 

564k. CoROLLARio If. Dovendost integrare una eqaazione 
deir ordine n potremo cercare i suoi n integrali primi; e se 
giungeremo a determinarli avremo n equaz. fra a?,y,y',y",...si**"** 
ciascuna delle quali conterrd una costante arbitraria; per conse- 
guenza eliminando le n — 1 derivate otterremo una equazione 
traxf y ed n costanti arbitrarie, che sar& perci6 F integrate 
della equazione proposta. 

565. ScoLio. II teorema IV (n. 562) pud anche dimostrarsi 
per mezzo del teorema del Taylor. In forza di questo teorema 
abbiamo 
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(p[x + h) = y -hy' h + iy" h* -h . . . 
^'{x -hh)= y'+ y"A + i y"h* 



• • • 



Or Tacendo A= — x, olterremo le eqaazioni 

pO = A =y — y'a; + }»"«*— . . • 

<p'0 = A,= y'— j/'x-^ J y V— ... (1) 

S • • • • 

rappresentando con A, ii, , ^,, . . . i yalori cbe acqaislaoo le fun- 
zioni y, y^t y"» • • • qoando si pone x = 0. Tali eqaazioni 
esprimono le relazioni fra ana fanzione y qaalunqoe della ?a- 
riabile x e le saccessive derivate della fanzione stessa; sicchd 
qaando da una eqaazione proposta ({x^y^ y']=Oy oppare 
^x, y, y', y"J = , oppare ?(a:, y , y', y'', y"') = 0, ec. piacesse di 
ricavare i valori delle derivate della y per soslitairli nelle eqaa- 
zioni saddeUe dorrebbero esse aver loogo coUa proposta mede- 
sima; infatli ana eqaazione F{x^ y, y^... y^"^}=:0, esprime ana 
relazione fra Xf y, y', y'V..y^*\ e lo stesso esprimono dopo le so- 
stitozioni dei yalori diy^^S y'*'^^\*.* le eqaazioni saddette. 
Or dalia eqaazione F{x, y, y', y'^ . . . y^**) = si ba 

y<-bzv|;(a:,yy,...y<-'>), y<-**)=|(a:,yy....y<")), y<'*-*^)=9^^^^ 

per mezzo delle snccessive sostitazioni potranno i valori di 
ypi+i)^ y<"**> . . • esprimersi tutti per a?, y , y', . . . y'*""*^ e saranno 
perci6 deir ordine n — 1 ; inoltre ciascnna di esse conterr& ana 
costantenon compresa nella proposta; ma tali eqaazioni coesi- 
stono colla proposta medesima, danqae esse sooo n integral! 
primi di essa. 

IX. V integrazione delle piu semplici equaz. differenziali 
di qualunque ordine a due variabili. 

566. Pringipio. Pongasi Fidentit^ 
molliplicando per dx e integrando, avremo 
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^!^ = J«te /<te /j»<"'<te -1- f Cx» -4- C,x + (7, 



^y=(i. 



c cosl di seguito; danque 

y = Jdx Jdx jdx... Jdx Jy^^^dx -hA-hSx-h Cx^... -f- Ta?*-*; (1) 

la qual formula potr& servire a determiDare riotegrale della 
proposta, e nel caso in cai y*** sia data in fanziooe di x^ ed in 
qnello eziandio in cui dx sia espresso per una funzione della y*. 

567. Prodleha I. Integrare Fequazione ^ 

Sard ^"^ = 0; danque per la formula (1) a?remo 

y = A'hBX'i-Cx\...-h ^ar•'-^ (2) 

568. Problema II. Integrare V equazvom^-r^ =^px=iX. 

SarA j^^'rrX; laonde dalla formula (1) avremo 

y = jdx jdx ... jdx jXdx -^A-hBx-hCx* .... H- Tx'"'^; (3) 

questa formula suppone che si facciano n integrazioni successi?e 
suUa funzione Jcto?*"; la prima di esse dara 

jXdaT = cte— * jXdx = X.dx'"''; 

la seconda jjXdx"" = JXA"-* = *r*-* jX^dx = X^da^-\ 

la lerza /j;j(te'*===/J,(te*-*r= J(fa:*-»;i,Ar = I,dir*-»; 

e cosl di seguito Cno alia n^. 

569. ScoLio. Integrando per parti si trova 

jdx jXdx = X jXdx — jXxdx , 

1 

jdx jdx jXdx == ^ (a?' jXdx — ix jXxdx -f- jXx^dx) , 

Jrfa; J<te Jctr JJ(tr= ~ {x^jXdx-^Sx^jXxdx-hSxjXx'dx—jXx^dx) 

cosl di seguito. I coeiBcienti numerici delle espressioni conic- 
nute fra le parentesi sono i coefflcienti stessi delle potenze sac- 
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cessive del binomio a — 6; gli esponenti della x al di fuori del se- 
gno / discendono del massimo, il quale e iodicato dal numero delle 
inlegrazioui meoo una, fino a zero; gli esponenti della x al di sotlo 
il segno / ?anno crescendo da zero sino al numero indicante le 
integrazioni da Tarsi meno una. Dunque Tinlegrale n"''' sara 

. . .+{—i)*-'Xjar-'dx\+A+Bx-+-Cx*.„.+ Tx'-K (4) 

570. Problbva III. Integrare requazione-^=zp fj^^\=V. 
Sari y**' = IZ, e siccome d^**^** = y*"> dx, avremo 

dxr''=Uix; (fa = ^\ x = f^^. (5) 

Inoltre la formula [1] per questo valore di dx di?enta 

y — J"^^J^J^\ . .f ^^ y*"*' ^A'^Bx'^Cx\..^Sx'^\iS) 

la (5) ci dari una equazione fra x, %f^^^ ed una costante; la 
(6] una equazione fra y, j/^"~^' ed n — 1 costanti; eliminando da 
queste equazioni y^""^^ il risuUato sari V integrale della proposta 
cio^ una equazione fra x, y ed n costanti arbitrarie. 

571. Problema lY. Integrare r equazione ^—9(3-5=1)= ^• 

Sari y<">= V, dy"-*>= Fete, y^'-^tfy <"-*)=: Fdy<--,'>; in- 
iegrando e ricai^ando dalFequazione risultante il valore di y^'*~*^ 

sari y<«-*>==V'2JT^"^ 

o percid do? = --r=i== , ^"" / - r (7) 

Inoltre la formula (1) sostituendo questo valore di dx di 

_ r dyt*-») /^ dyt*'-^) /» yt»-«yy<*-«) 

*~-^ V2/ Fdy*''-*» ^ V2 J Fdy<*-"> ' * * "^ V2;Krfy<^^ 

-hA'hBx'+'Ca^ . . . +ilr*"'; (8) 

per mezzo della (7) avremo ana equazione fra x , y^"***'^ e due co- 
stanti; per mezzo della (8] una equazione fra y, y^""'^ edm— 2 
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costanti; eliminando poscia yf^^"*^ il risoltato sara V iolegrale ri- 
cliiesto (rsL Xy y ed n costanti arbitrarie. 

£s£MPio I. Abbiasi 1' cq. -tK -^^=1; ov vero y'^ = -^r- 

ax ' ax y 

Sank U=^,x = f^ = itrdfr'=^-i-A; (9) 

y-J T'J ~vJ ~ir-3A7"*"2X'^~2'"*' ' 
ma I'eqaazione (9) ci d4 y'"-=\^^ — A, danqoe 

J' - 3.5.7 "^ ~~0 ^ 2 ■+"^' 

EsEMPio II. Abbiasi 1' eq. j-^ = « ; ovvero y" = j^. 

Sari y=}f,iyd^ = \ + A;VWyYi^=iVr-^^A. 

x= C—^M=,= r^=^= =1[«"+V'(«"'+2A)]— Iff.(10) 
^ Va/Fdy" *' Vy"* + aL4 '^»^>'«' " ^ ' 

/• y"d«" 

ovvero y = y"+ Cl{y" + Vy" + 2ii) + D; 

roa requazionG(lO) ci ikf/'=^e'^ — p*""*' dunque 

y = ^<?'— jC"-+Cli?-+-(;a?-f-I>; 
oppurc , cangiando le costanti , 



IL CALGOLO INTEGRALS 313 



X V integrazione delle equazioni differ enziali 
del prima ordine a due variabili. 



572. Problbma I. Integrate VequaxUme Pdx + Qdy = 0. 
Qaando le faDxioni P, Q, soddisfaranno alia condizione (1) 

B. Sfc6y r integrate della proposta potrft otteDersi mediante la for- 
mala generate (4] n. 548. Non yerificandosi siffatCa condizione 
▼ari sono gli artiflzi, e le trasformazioni che possono sperimen- 
tarsi ad ottener Tintegrale soUo forma finita; ore riescano vani 
doTremo procarare di ottenerlo sotto la forma d'ana serie. Di 
qaesti diversi metodi diremo quel tanto che 6 necessario, percM 
possano essi usarsi a seconda dei casi senza incontrare difficoltiu 

573. La sepabazione delle YARfABiLL Una eqnaziooe diffe- 
renziale Xdx-h Tdy = ove X sia funzionc di x, ed F di y, 

sari integrabile da per sd slessa, perchd afremo j-^^-jz ^^^j 

danqae ogniquahoUa una equazione differenziale si potrd ridarre 
alia forma Xdx -+- Tdy = se ne otterri F integrate: it quale sari 
jXdx + jTdy = 0. Tat riduzione si chiama separaxione deUe oa- 
friabili, inqaantochd per essa Teqaazione si trasforma in altra 
composta di due termini uno de'quali contiene ta sola ar, e Fal- 
tro la sola y. Quando d dato di separare le variabili ogni equa- 
zione del 1^ ordine s* Integra ; A ?ero per6 che siffatta separazione 
non pn6 aver luogo che in pochi casi; i principal! de'quali sono 
i aegnenti. 

574. I.Eqcazioni della fobma XTdx -h X^Tidy = 0; I,Xi 
easendo fiuiz. di j?, ed F, T^ di y. Dividendo per X^T^ avremo 

j(fcp+prfy = 0. 

Esempio. \/{1 + »*)(fcr— dy = 0; — .. ^ = ; 

!« 4- Ic = 1 [y •+■ v/{l H- »')] , ea: = y •+■ v/ll 4- »*). 

575. II. Equazioki omogenee. Allorquando nella equazione 
differenziale Pdx -h Qdy = le funzioni P e Q delle variabili 
x,y sono omogenee, la separazione delle variabili ha aempre 
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luogo. Imperocch^ facendo y = tx le fanzioni P^Q si cange- 
ranno io par*, qx'^t dove p» q s'lntende che sieoo fanzioni della 
sola /, cd n le dimension! delle fanzioni istesse. Per conse- 
gaenza la proposta si cangera in 

ip-hqt) dx -i- qxdt = 0, ovvero h -2— = ; 

X p ~T* q^ 

inlegrando sara ^^"^ J — — ; == ^* 



EsEVPio. {x — 2y)dX'hydy = 0; Ix ^-J^j^aTT^ = ®- 



tdt 

X 

576. IIL Equazione lineare del 1° ordine. La separazione 
delle variabili pu6 farsi, come abbiamo vedato, nelle eqaazioni 
omogenee per mezzo d*una trasformazione o cangiamento di tr- 
riabili. MoUi sono i casi ne'qaali an cangiamento siffalto con- 
daee al medesimo intento; ed uno de'pio notevoli si 6 qaeUe 
che ci off re Teqaazione 

^^Py^Q = 0, ovveroflfy + PycteH-(?(te = 0, (1) 

nella qaale P, Q sono fanzioni della sola x. Qaesta equazione d 
detla eqtumane Uneare del 1° ordine ^ o equazione del i° grado e 
del V ordiney perchd non contiene che la prima polenza della 

fonzione y e della sua derivata ^. Facciasi y = XtfX rappre- 

scntando ana fonzione indeterminata della x^ e t una naova fa- 
riabile; ayremo tdX-h Qdx •+■ [dt -h Ptdx) Xz= 0. 
Or la X pu6 delerminarsi per modo che abbiasi 

tdX H- Qdx = 0; allora sara dt + Ptdx = 0; 

e siccome in questa eqaazione le variabili sono separabili essa 
potra agevolmente integrarsi; ed avremo 

^^Pdx=zO,\t = ''SPdx,t=e~^^^^. 

Ond'i che I'equazione tdX-h Qdx=:0 diverr& 

JPdx JPdx 

dX= — e i9<te,edar4 J= — Jc Qdx-^C; 
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valore che posto con quello di i\ny = Xt conduce all' integrale 
richiestOy cio^ 

y^e ' [ — je Qdx-hC]=0. ^^' 

fiSBHPlo. dy H- ydx — ax^dx = 0;P=1,0 = — ax\ 

JPdx 
jPdx=:x,Je . (?(te=: — aJcV(te=ae'(a?'— &r'H-&c— 6), 

[d. 505 (6)] ; danqao y = Cr* + a (a:' — 3a:' -f- 6jc — 6). 

577. ScoLio. V'hanno cqaazioni differenziali che sebbene 
non omogenee possono renders! tali per mezzo di un'opportuno 
cangiamento di variabili. Abbiasi, per esempio, requaziooc 

(mx -Miy -t-p) dx -f- (or + 6y H- c) dy = 0; 

facciaai tiij? + ny + p = ^y ax'hhy-hc=.%; 

risnlterA imlv+ndy = d^ adx + ftdy=:dz, 

soatitaendOy la proposta diverri omogenea, e aara 

ftte-+-«dy = 0, ovvero (6l^a«)d<-h(mz — fi/)dz = 0. 

Questo calcolo sappone per6 che il denominatore comuDc 
deWalori dx e dy non sia nnllo. Se desso il fosse , se avessinio 

Aft ^v 

ciod inb=^na, che i qaanto dire m = -^^ la proposta avrebbe la 

segnente forma 

hpdx H- fedy + [ax + by) [ndx + U^) = 0; 

ed allora le Tariabili potrebbero separarsi ponendo a» + &y= u; 

. J du — adx 
e consegnentemente dy = — r • 

578. ly. Equaziokb del Riggati. Coal chiamasi ogni equaz» 
della forma dy + by^dx = ax'^dx; alia quale per6 (giacchd y ed a 

81 poBBODO cangiare in t ^ r) sostitniremo la aeguente 

dy -f- y*d» = ax'^dx. (3} 

l^m=0; in tal caso le ?ariabili potranno separarsi, ed 



avremo 



da: = -^ = ^y ^ ^ \ dy 

«— y* {v/»4-y)(\/«~y) v^Lv'^-^-y V 



dy r 

'^yr 
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2\/a \/a — y 
2** in non essendo zero; si faccia y = ir"*H-jM:-'*; sart 
y* z= a;""' -h asa?"* -f- ji*a?"* fdy = — x''*dx -f- «■"'& — ixx'^dx; 

doode si raccoglie che quando sarft m = — 8, la trasforHiaUi (S) 
direrra omogenea, qaindi integrabile per il metodo sueaposto; 
qaando sarA m = — &, la trasformata medesima caogiandosi in 
x^dz + z^dx z=adx^ si presteri alia separazione delle variabili, e 
dar4 

«" a — «* X 2\/a \/a — z * 

ma z = a: y — a?, danqne c h -5-7- 1 ^7 r-- — =0. 

* ' ^ a? 2va \/a — a:*y-h« 

3^ m noQ avendo alcano de'saindicali valori; faoeDdo 

1 2 

m+3 

iiH-4 

. fiH-4 1. 1 . a 

sart <I^ + kfdu = bi^iu ; 

ora cangiando I in r- » e facendo frft = a^ ayremo 

dl H- fdu = QiUTdu. (4) 

£ da notare clic qaesta eqaazione 6 della stessa forma della (1} ; 
ragione per cui essa potri integrarst ne'dae casi di »=:— 2 
edn = — 4; non yerificandosi n^ I'nno, ne I'altro, allora per 
trasformazioni somiglianti alle precedent! potremo oUenereTeqaa- 

zione 

ds -h s^do = ajo^dvy 

M. !_ ft. 

doyc sara p = --^; integrabile nel easo di »== — 2 ep=— 4, 
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Procedendo in qaesto modo d chiaro cbe polremo giungere ad 
una eqaazione integrabile qaando nella serie degli esponenti della 
variabile del V membroy ciod 

m-4-4 m-4 p-f-* 

uno ve ne sia oguale a — &, oppore ugaale a — 2. Ma facendo le 
opportune sostilQzioni si trova 

_ m-^4 _ 3m -4-8 __ 5m+ia 

♦*~-5n73' ^-""s^TPs* '"-"aiT^y 

le quali frazioni sono tutie comprese nella espressione generate 
— ' . *" ^. — 3-i; dnnque ugaagliando qaesta espressione a —4, 

4(tH-l) 

e ricayando di poi il valore di m, avrcmo fn=:— -=r: — r** oy- 

vero (ponendo i — 1 in laOgo di i)m = — ^.^ . (*)« 

4^ Facendo nella (1) y=r\xr*'^z=x;dy=:^fdt,y^=r^, 

1 m 

HI ■+- 1 m -f- 1 

m 

avremo *h ?_.<»(&=— i^x "*^As; 

m-f-l m-f-1 

e ponendo n = -^, fc-^,*==_?_^ 

qaindl cangiando ^ in r*' ® facendo o' = bh^ risnlteri 

di •+- ^dx=: a!srdx; 

4t 
qaesta eqaazione sar^ integrabile qaando abbiasi n = — q. ^ 

m 4i 4i 

ov vero — —---7 == — ^j---^. ; cioA m = — sT-T-a •Da ci6 si rao- 



(*) L' espressione saddelta ngaagliata a — 2 non conduce ad alcnn 
risnllato utile ; ci dA m = -. 2. 
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cogiie che I'eqpiazione del Riocati sari integrabile qaando abbiasi 
w = — n""iiri » compresi i cast d' i = 0, ed t = oo , che 6 qoanio 

dire compresi i casi di m = 0, m = — 2. 

579. v. Del holtiplicatore adattato a bendere una equa- 
ziONB INTEGRABILE. AiBoch^ QDa eq. differenziale Pdx-hQdy=0 
sia esatta e necessario che dessa risalti, per differeDziazioae im- 
mediata,da una equazione finita fra le variabili x,y. T\ non es- 
sere anaeqaazione differenziale esatta, dipende d'ordinario dal- 
r avere eliminata da essa alcana costante o soppresso alcnn fat- 
tore comune a tatti i suoi termini. Per es. Tequazione Gnita 

^ = a differenziata ci ik — ^"T^ = 0, ovvero xdy — ydx=0; 

ma sotto la seconda forma non ^ differenziale esatta; e ci6 per 

1 
la soppressione del fattore -7- comune ai dae termini della prima. 

X 

580. Teorbma. Qualunque sia Vartgine deUa equaxume dUffe-^ 
renxiale Pdx + Qdy = 0, emterd sempre un moltipUcaiore adat- 
tato a renderla differenxiak esatta. 

Abbiamo dimostrato (n. i&k) che I'equazione Pdx + Qdy = 
ammette sempre an' integrate; sia siffatto integrale f{Xj y,c) = 0; 
differenziando ed eliminando c otterremo necessariamente I'eqaa- 

zione Pdx •+- Qdy = 0; ovvero j^ = — tj-- E siccome comanqae 

si cambi la forma deir integrale il valore di -^ tratto da esso ri- 

mane sempre lo stesso, perci6 posto chel'eqaazione ({x, y, c] = 

— dx ^^ 
dx ^ 



risolata rapporto a c ci dia V=ic^ e qaindi-T-(ia?+ --r- dy=0» 



avremo 

dD dU 

dx P dx dy _P dy 



dU^ 0' dn~^ dx '^ Q ^ dx' 
dy dy 

(dU dVdy\dU fP dy\dV 
\dx dy dx / dy \Q dx/ dy ' 

-ds + ^y = [Pdx+Qdy)^^; 
ora il l"" membro di qaesta equazione •£ una differenziale esatia » 
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tale adanqae sari anco il secoodo; per consegaeiua la propo$ta, 
ogoiqaalvolta si moltiplicherft per la qaaDtit& yj- j- , diverra 

aaa diCTerenziale esatta. 

581. CoROtLARio I. Dalla precedente dimostrazione si racco- 
glie che ove fosse cognito I'lntegrale I7i=cd'uDa eqaazione 
differenziale Pdx-hQdy^zOf il fattore adatta(o a renderla dif- 
fereDziale esatta sarebbe dato dalla derivata di V presa rapporto 
ad y divisa per Q. 

EsBMPio. Abbiasi Tequazione y* — 2a(x + 2^) = 0* Differen- 
ziando arremo ydy — a(da; + 4iy)=:0; elimiaando a, aYremo 

pure — y(teH-(2a? + y)dy = 0; (1) 

qnesta eqaazione noD e diflferenzialo esatta, ma il moltiplicatore 
adattato a renderla tale si pa6 dedurre dalla eqaazione primitiva 

posta sotto la forma ^r-^ — -. = a; qacsto moltiplicatore sara 

2xTy k^TW' ''°'^"' »'«q«a*"one (1) si cangia in 

(y^-4-2a?y)<fy— y*<te _^ 

che d eqaazione differenziale esatta; il 1° membro di essa nascc 

evidentemente dalla differenziazione della fanzione 57—^ — u 

583. CoROLLARio II. Trovato an solo fattore della proposta 
potremo trorarne infiniti altri. Sia M qaesto fattore, e sia 
PMdx ^ QMdy = dV; moltiplicando per ana fanzione qaa- 
lunque di V awemo {PdX'hQdy)MfV=fVdV; e siccome il 
2^ membro fVdV d la differenziale esatta d*ana certa fanzione FF 
tale sari pare il 1°; consegaentemente la formala MfV rappre- 
aenterk infiniti fattori che rendono la proposta integrabilcSivaol 
dire con ci6 che moltiplicata per MfV, la proposta medesima 
direrrft la differenziale esatta d'ana certa fanzione di x e y. 
Qaesta fonzione sard la fanzione stessa che abbiamo rappresen- 
lata con F V; per cai Tintegrale della proposta sara Veq.FV =c; 
la qaale risolata che sia rapporto a Fdari 7 = 0^; c^ essendo 
al pari di c ana costante arbitraria. Danqae tutti i moltiplica- 
tori compresi nella formala MfV^ dove f indica ana fanzione 
affatto arbitraria,condarranno sempre ad uo medesimo integrate. 
Tali moltiplicatori non differiranno fra loro che per la fanzione f. 



320 IL GAtGOLO INTEGRALB 

683. CoROLLARio III. Qaaodo si conosoeranno doe diveni 
moUipIicatori adattali a reodere il 1^ membro della eqoazione 
Pdx + Ody =0 differenziale esatta, Fintegrale di essa si otterrd 
ugfoagliando il loro rapporto ad uoa costante arbitraria. Infatti 

sieno tali fattori M.p F, M.^ V; ponendo '^y. = c , risuUera 

^z=c» e risolfendo qaesla eqaaz. afremo F=C|Come sopra. 

88fc. Probuiha II. Data una equax. differenziakPdx-hQdy^zO^ 
trovare un molUplicatare capace di renderla iniegrabik. 

Sia M il richiesto moltiplicatore; sarA PMdx + QMdy una 

differenziale esalla , e qaiodi -^ — = - 7^ , cio6 

questa equazione in quanto esprime la relazioneche deesos- 

sislere fra la fanzione ignota JIf, le sue derivale parziali --py -^ — , 

e le Tariabili x^ y di cui sono funzioni note P e Q, si ^, come 
dices! 9 ana equazione a differenxiali parxiaU, e presenta quanto 
alia integrazione maggiori difBcolt^ della proposta. 

Per altro se il moltiplicatore M non dovri contenere che 
ona fariabile sola x y sarJi cosa agevole il delerminario. Im- 

peroccbdyl^siaJffanz. della sola a;; risnlteri -j- ^^^*^"d^ 

non sari altrimenti una derivata parziale: talch6 Teq. (2) diverri 

dM_fdP dQ\dx rrdP dQ\dx^ . 

W\d^~di)'Q' ^^^J ^d^'^diJQ' ^^^ 

acciocchft T integrazione sia possibile, dovrd il 2^ membro essere 
funzione della sola x; danqae il moltiplicatore M sarii funziooe 

della sola x^ allorqnando la qaantita y^ '^JJi '^'^ ^^^^* 

terr^ in nessana maniera la y. 

dM 
¥ Sia M fonz. della sola y; sari -j-rz: 0, e Teq. (2) diverra 

dM_(dQ dP\dy rfdQ dP\dy^ ^^, 

quiy acciocchd 1' integrazione sia possibile, il2° membro dofra es- 
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sere raozione della sola y; danqoe il moUiplicatore M sart foQ- 
zioae dclla sola y allorqaando la qaantita ( "jT ~ ^ ) -p ^^^ 

coDterr^ in nessana roaniera la y. 

585. CoROLLARio. Avendosi Teq. lineare dy-hPydX'i-'Qdx=0 , 

nella quale P e Q si reputaDo runzioni della sola a?, sard facile 

vedere che il moUiplicatore M dovrii essere uoa funzione della 

JPdx 
sola x; e per mezzo della (3) troveremo IM= JPdx^ lll=e 

DigaisacM la proposta diverri 

JPdx jPdx JPdx 

e dy-hPye dx-he Qdx=zO^ 

JPdx JPdx 

ovvero d,ye = — e Qdx; 

—Pdxf JPdx \ 

danque y = e \— Je Qdx+C) , 

come gii trovammo (o. 576). 

586. ScoLio I. Di tutte Ic equazioni, oelle quali si possono 

separare le Tariabili, si pa6 sempre assegnarc il moUiplicatore. 

Sopponiamo che I'eqaazione Pdx + Qdy = 0, sostitaendo ad x,y 

due fuozionl di altre due variabili s^t si cangi nella equazione 

Mds-hNdl^zOf M essendo funzione di Sy 2V^ funzione di I; 

supponiamo inoltre che dividendo Tequazione per K funzione di 

^ . « • ».,. Mds-hNdt , ,.^ 
s et SI rengano a separare le Tariabili ; j^ sard una dif- 

ferenziale esatta. Ora so in questa quantity si sostituiscono ad t 

P 

e t i loro valori espressi in a; e jf, il risultato -^dx-h^dy sar& 

1 

anch*essa differenziale esatta, e quindi integrabile. Dunquc -^ , 

ove nella quantity K si pongano in luogo A\$tt\ loro valori 
espressi perxey, sard il moUiplicatore della equazione proposta. 

EssMPio. L* equazione (|>(^)(te + cly = 0, faoendo y^ix^ 

si cangia in (f>l -f- 1} da; + xdt = 0, le cui yariabili possono se- 
pararsi dividendo per [pi-ht)x; dunque il moUiplicatore della 

equazione proposta sari ; : . Infatti essa si cangia in 



(»®-i)' 
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587. ScoLio IL Or sia Pdx + Qdy = una eq. omogeoea 
del grado n\n x q y\ facendo yz^ztx^ essa si caogera in 

le cui variabili veogono a separarsi dividendo ferpx""^^ + qx'^U; 

1 1 

dunque— iEfj— — shh; ^^^^"^ p 7}" ^^■'^ "^ moltiplicatore 

dclla fuDzione JPcb; + Qdy ove essa sia omogeoea. 

Ci6 pu6 pure dimostrarsi avendo ricorso al teorema I n. 183. 
Imperocch^ sia AT an moltiplicatore omogeneo del grado in capacc 
di rendere la proposta integrabile ; avremo MPdx + MQdy = dV^ 
e piu geoeralmente MpU.Pdx -h MpV.Qdy = ^VdU = dU^ ; 
dove la fanzione Uj sark del grado p + m + n + 1 (detto p il 
grado di ^17); lalch(^ avremo (n. 183], 

MpU.Px -h MpV.Qy =z [p -h fn -h n -h i) P,, 

e polreroo supporre sempre che p + m 4- n-h 1 non sia zero, 
esseDdoch6 9 17 pQ6 essere una funzione qualunquc, quindi sara 

P dx -4- Qdy dVj . 

Px-hQy ""(p-f-w^-n-f-ljlT, ' 

c siccome il 2° membro d diffcrenziale esatta, tale sara pure il 1% 

percid il moltiplicatore ^ rr- rende differenziale esatta la 

proposta: il che d quanto abbiamo trovato di sopra. 

Se fosse Px-^QyzzO^ questo metodo non potrcbbe usarsi; 

Px 
ma in tal caso avremmo Q=: , c la proposta si caugerebbe 

in Pdx — - Pdy = 0, ovfero in ydx — xdy = 0, che di y=zax. 

EsBMPio. Sia Teqnazione [X'^2y)dx-i'ydy = 0; il faltore 

per il quale essa diverrft integrabile sari jz—. ^,0Tvero 

[X — zyj X -+- y 

7^. Infatti si oltionc 



{^—yi 
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\x-^Zy)dx -hydy __dx — dy dx x[dx—dy] 



(ar — y)* x — y x — y (a? — yj* 

X 

il cui iotegrale d l(a; — y) h = c. 

X — y 

588. ScoLio III. Qaando Tequazione differcnziale proposla 
pu6 dividers! in dae parti ricsce facile ricavare il moltiplicatore 
di tatta Teqaazione da quelli che sooo propri a cangiare ciascana 
delle parti medesime in differenziali esatte. Sia TequazioDe 

Pdx-hQdy-hPidX'hQ,dy = 0, 
e sopponiamo che Jf , Mi sieoo i molliplicatori adattati a ren- 
dere iotegrabili aeparatamente ciascana delle faozioni Pdx-i- Qdy^ 
P^dx + Qidgf diguisachd sia 

PMdx -h QMdy = dV , P^M^dx + O^Jlf ,rfy = dV^ ; 

la rormnla MpV compreaderi talti i molliplicatori relativi alia 
prima, e la formula M^yltUi tatti quelli relativi all'altra; or se 
sar& possibile determinare le fuuzioni 9 e v|/ per modo che le due 
espressioni MpU, M{ifVi riescano identiche, e coincidano in 
una sola e medesima funzione, questa sar^ uno dei moltiplicatori 
della proposla* 

EsBiiPio I. axdy — aydx = [xdx -h ydy) y/ (x* -f- y* — a*), 
11 2^ membro 6 una differenziale esatta, ed il suo inlegrale si 6 
i \/ (^' + y* — a' )'; dunque qnalunque funzione di questa qnanr 
Uti, ovvero di x* + y' — a** sara un moltiplicatore alio a ren- 
dere integrabile il 2^ membro. II 1° membro divicne integrabile 

quando si moltiplica per-^, ed allora il suo inlegrale 6— iqua- 

lunque ftinzione — molliplicata per -7 sar& un moltiplicatore 
atto a rendere integrabile il 2® membro. Ora d manifesto che le 
due funzioni 9(x* + y' — a*), -^ \p f-j riescono identicbe per 

IH — i 

x' 
dunque , , i il fattore che rende la proposla integrabile. 

X^ ~T" M 
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EsEiiPio II. aydx-^- bxdy = a?**y** [a'ydx + b'xdy). 11 V mem- 

1 

bro si rende iD(eg[rabiIe moltipIicaDdoIo per — ,6 FiDlegralees- 

xy 

sendo alj? + 6ly =1(^V)» ^°^^' 8^' ^1^" moltiplicatori si compreo- 

deranoo nella formula — p (^'y^)* H ^ membro pot diviene in- 

xy 

tegrabile moltiplicato che sia per ^^t w^-i > ^ I'lotegrale essendo 

l(a?V) » saranno iatU gli altri moUipIicalori rappresentali dalla 
1 

formala ,^^ n^ i^(^V)* ^^^ * rendere i dae moltiplicatori 
X y 

identici facciamo 

<p (a;V) = a:'y\ x|; (a:y ) = x'y^; 

e perchd deesi avere rr~-'.y^-* = ar'^""""*.y"~*"*, sar^ 

. en — em an — bm 

ra:=sc — mtrb = se — njr= j- , $ =3 ^ ; 

ae — DC ae — be 

laonde il moUiplicatore adattato a rendere integrabile la pro- 
posta sar^ '^^ - 1 -^J^ - 1 

X xy • 

589. ScoLio IV. Abbiamo detto che fatta la separazioiie delle 
variabili noa equazione prende la forma Xdx-h F(iy = il coi 
integrate d JXdx + j¥dy = c ; or sembra che non potendosi bs- 
segnare in termini finiti questi integrali, neppure poasa aase- 
gnarsi in termini finiti T integrate della proposta. Tal^olta per6 
avviene che siffatti integrali non si sappiano assegnare e che nul- 
lameno si trovi T integrate della proposta. Ci6 segue rispetto aOa 
equazione 

dx dy . 

V (a -+• bx-hcx* H- ex^ -^fx^) 1/ (a -f- 6y 4-c»* + «y' + ^*)' 

Fintegrale di ciascun membro non si sa assegnare in quantilA 
finite; cionullameno, come osserv6 il primo TEulero, si sa de- 
terminare Tintegrale algebrico della equazione. Prima di integrar 
questa eq. non sar^ per6 inopportuno integrar la seguente. 

590. PaoBLBMA III. Integrate V equazione 

dx dy 

V'(a-+-6a?H-ca?')~~\/(o-i-6y-f- ex') ' 
Facendo ciascun membro ugualc a dt avremo 
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dx = dt\/(a-hbX'hcx*), dy = A \/ (a 4- 6y + cy% 

e differenziando nella ipotesi di d$ costanie 

Or facciasi a: -h y =p, donde (te 4- dy = dp, d*rc + dfy = d*p; 

2dW;M^_2d«p_ 
® 3? ■" ** — ao + A5> , 

moUiplicando per dp, e qaiodi integraodo nella ipotesi di dt 
costaote, avremo 

?^=:2Mp4-2(?pdp, ^' = C4-26p + cp'; 
e quindi -^ = y" (C -f- 2ip + cp'); 

ovvero — ^-^ = \/[<^-+"26(a: + y)4-c(ar-f.y)']; (6) 

10 fine Qgaagliando qaesto valore coiraltro (5} irovato sopra, 
aTremo 1' integrate della propoata cosl espresso 

591. ScoLio. Qnesto metodo non pa6 usarsi nel caso in cui 
i radicali comprendano potenze di a? di y soperiori alia 2*. 

592. Prodleha IV. Integrare Pequaxione 

dx dy 

V (a 4- te 4- car* -f-ea5*4- /a?*) "" v^ (a -h 6y -h cy* -f- ey* + Ar*) * 

Ugnagliando Tuno e I'altro membro a di avremo 
da?=dl\/(a-h6a:-H:j:*4-ea:'-h/SD*), dy=A\/(a4"6y-f-cy*4-ey'-+-fy*) ; 

^f^^z=x/{a^hx-H^*-hex'-hfx')'^(arhl^ (8) 

^ = a-h6x-T-ca?*-|-ea?'-h/a:*, ^ = a -h 6y -i- cy* 4- ey* 4-/y*; 



] 
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e differenziando nell'ipotesi di dt costante 
9d^x . . 2<i*« 

danqae ^('^yv) = 26 + 2c («-f-»)H-3e(a5»+y*)4- V{«* + »*)» 

Or facciasi x-i-y=p, x — y = q, a;=}(p-+-j), y=r|(p— 9); 
avremo dx-i-dy:=d^, d*x + (Ty r= d*p, 

dx = ^dp-+-dy), dy = |((^ — dy); 

<te» = } ( dp* -H dy» H- 2dp%) , dy» = i (4»* H- d»' - 2<Wy); 
dar* - (iy» = <^y, »» = j (p«+}' + 2^), y» = J (p» + ?*— 2^); 

a!»-|-y»r=J(p* + g»), «* — y*=pjr. 

x* = i{p* + q*-t. 3p'q + ^»), y* = J (p* _ q*+ ^— 3p*q), 

«» + y« = J{p» + 3p}»). «»-y* = Hj« + V«). 

«»_y» = (ar*+y')(«»-y*)=}M(p*+g*). 
Laonde risultera 

^^2ltA = ^P = ft + ,p + 3,(p. + ,.) + jg,(p.^.8j.). 
^!^' = ^=:6, + cp, + l«g(g' + 3p') + ir«(p«+««), 

dividendo per g*, e moUipIicando per 2dpt sari 

iDtegraDdo ^^.= ep-Hfr*+ C; ^ = ? V/lC-^qH-fr*); 

ovvero — ±-lt = (a: — yJV [C + e (a? + y) + ^(a:-hy)']; 

iofine uguagliando qaesto valore coiraltro (8) trovato sopra, 
ayremo rintegrale della proposta cosl espresso 
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y/la-^bx-hcx^-h ex*-hfx^) 4- V (a + 6y 4- cy* -*- e»* -f- /V*) 
= [x-y)V[C-he{x^y)^f[x^y)^ (9) 

593. ScoLio I. II precedente metodo dMnlegrazione d quello 
istesso immagiQato dal Lagrange ed alquanto semplicizzato dal- 
FEalero; esso per6 noo pu6 esteDdcrsi alle eqaazioni nelle quali 
la variabile solto il segno radicale oKrepassa la quarta potenza. 

594 ScoLio IL Facendo c = 0,/'=:0, si Irova 

V (a -h te -+• cx^) -h V (a 4- 6y 4- cy') =r (a? — y) \/ C; 

che 6 rintegrale della equazione indicata al d. 590, posto solto 
forma pia semplice delPaltro (7} trovato qui sopra. 

XL L' integrazione delle equazioni del prim' or dine a 
due variabili i ctii differenziali oltrepassano il 
prima grado. 

595. Problema. Integrare requazione 

(i)"-'(ir'-<?(ir-— ». 

dove P, Q, .. . r sano funxioni di x ed y. 

Sapponendo che la proposta risoluta rispetto ^ ^ ^^ dia 

^= F„= F,,...= F^, F,, V^y...V^ essendo fanzioni di x 
c y, avremo 



donde si vede che requazione data sara soddisfatta tostochd sia 
soddisfatta una qualunque delle seguenti 

l?_F-0 ^^-«F-0 ^1-F=0- 

per conseguenza il sari da uno qualunque degrintegrali di esse. 
Sieno siffatti integrali 

^ facile il vedere che anco i prodotti di due qualunque di cssi, 
di trc, ec.y e se vuoisi di tutti, debbono soddisfare alia proposta: 
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imperocchd la derivata del prodotto {Oi'+€i]{Vj-^e^){U^-hc^)... 
essendo 

d forza che vada a zero» dovendo andarc a zero ciascano de'suoi 
termini. Danque TiDtegrale piu generale delta proposla sara il pro- 
dollo (tr,+cJ(l7,-hC5)...(l7^4-cJ, oppure(l7j-hc)([/,-i-c)...(l7^4-c) 
perch^ non si toglie nulla alia generality di esso facendo 

596. CoROLLA&io. Da ci6 si raccoglie che ogni equazione 

diflerenziale del 1^ ordine nella quale entra la potenza &"" deUa 

dy 
derivata ^, ha per integrate una equazione in cui la costante 

arbitraria si trova inalzata alia potenza n"^. 

EsEMPio. dy* — a^dx* = ; si trova ^ = =fc a ; donde si 

hanno i due integral! y — cw? -+- c, = 0, y 4- ox ■+• c, = 0, Tin- 
tegrale piu generate sara [y — ax 4- c, ) (y + aa? 4- c, ) = , 
ovrero (y — oa? 4- c) (y -i- aa? ~|- c) = 0. 

597. ScoLia Quando per6 la risoluzione algebrica deila pro- 
postariesce impossibile, I'esposto ntelodo non pu6 nsarsi, e ad 
oitener T integrate sara d'uopo aver ricorso ad artifizi particolari. 
Qui giova far conoscere quetlo che pu6 usarsi allorquando la pro- 
posta ^ capace di prender la forma y = <}7[a?, y'). In tal caso sari 

«' — ^ . ^ ^' 
^ "" dr "^ dy' dr ' 

equazione diffcrenziale del 1^ ordine fra y' ed x: questa equa- 
zione integrata dar^ una equazione fra x ed y'; laonde elimi- 
nando y' per mezzo dclla proposta avremo T integrate richiesto. 

Per esempio: 

1® Sia y = Mx -hIf,M ed N essendo funzioni di y'; sari 

dy=Mdx^{ X ^^+^)rfy'» {M-y')dx^x ^dy'^- ^dy'=0; (1) 
di qui mediante la formula (2) n. 576 , avremo 

_ r dm r dM 

ci6 fatto dovri eliminarsi y' per mezzo delta proposta. 
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2° Sia y = fffx-hfy^; sari JIf = y', N=fi/' e I'eq. (1) diverrt 

{ a: 4- 5?)^*'= 0» donde dy* = (3), oppure x h- ^= 0; (4) 

ora la prima diqneste due eq.cidar&y'=Cy Faltra y'rr^d?: atte- 
nendoci ad y' = c, la proposta si cangeriin 

y = cX'hfc, (5) 

e qaesta eq* rappresenterft Fintegrale generate della proposta; 
aUenendoci poi al yalore y' = $^, la proposta si cangerft in 

y = xJix^f(lix); (6) 

paragonando la (6] coUa (5) si yedrft che esse differiscono solo 
per essere nella (6) la costante arbitraria che si tfova neUa (5) 
cangiata in una fanzione delia x; la relazione (6) non pa6 adan- 
qae aversi come nn integrate particolare ; essa d ana eqnazione 
finita la quale soddisfa all' equazione differenziale proposta 
y^=j/X'hfy' senza essere compresa neir integrate completo di 
essa y = cx + /c; imperoccM comprese nell'integrale completo 
sono soltanto quelle relazioni che possono ricavarsi dalP integrate 
completo odedesimo attribuendo nn falore particolare alia co- 
stante arbitraria. 

EsBHPio. ydx^xdy=za\/{dx*-\^y'^);cio^ y=y'a?-+-a\/(l-hy''). 



Si troT. ^=_^j;co»ldy'=0«i * + ^-|r$^=0. 

sono le eq. che tengooo il luogo -della (3] e della (4] ; la prima 
ci dk I'integrale completo y = cdp + a\/(l + c*]; I'altra I'equa • 
zione o^-h y*= a*, la quale sebbcne non si tro?i compresa nell'in- 
tegrale completo pure soddisfii alia proposta. 

XIL Le soluziani singolari delle equazUmi differenziali 

del prim' ordine a due variabili. 

598. Dbfinizione. Dicesi iobmone ringolare d'una equazione 
differenziale ogni equazione flnita capace di soddisrare alia equa- 
zione differenziale medesima senza esser compresa nel suo inte- 
grate completo. 

xdx I t/(fv 

599. SgouO I. Abbiasi Feq. differenziale dy = -77—, — / ■;.; 

Fintegrale completo di essa e y -h c = \/ {«* + y' — m'), oYfero 

S2 
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x^ — 3cy — m* — c* = 0, c eMettdo la costante arbitraria. Me- 
(liante i diversi valori che si possooo attribaire a qaesta costante 
verremo a coDOScero lotti grintegrali particolari contenuti nel- 
rintegralecompleto. Esiste per6 ua'altra eq. finita, d?*+y*=m*, la 
qaale soddisfA evidentemeDta alia eqaazione differenziale sebbene 
non sia compresa neirtntegrale cofnpletomede8imo:iniperoccbd 
per nessun valore delta costante Tequazione a?*+ y'= m* propria 
d'un circolOi potr& ricavarsi daU'equazione x^ — 2cy — m' — c*=:0 
rappresentante una parabola. 

600. ScoLio II. L*Ealero fa il prinio a scuoprlre le sola- 
zioni singolari di certe eq. differenziali del 1° ordine, e ne fece 
oienzione nel soo trattato di meccanica: quasi nello stesso tempo 
scrisse di esse anco il Clairaut. Prima del Lagrange per altro si 
e creduto che le soluzioni singolari fbssero assolutamenle kidi- 
pendenti dairintegrale complelo; egli prov6 che esse sono una 
immediata conseguenza delle regole generali d'integrazione, di- 
moslrando, V come potevansi dedurre daU' integrale oompletOi 
2^ come dalla equacione differenziale* 

601. Pboblbma. JrotHire le sohaumi singolari iuma equon 
ziane dUffermnaU Fc= <bZ prirn'ordine a due variabiUf deducoi- 
dole dalFinlegrale campleto di essa. 

Sia f(a;,y,c)=:0 T integrate completo delta equaiione dif- 
ferenziale proposta F=0. Qaesta eqaazione sar& il risultato 
della eliminazione di e fra Tequazione fix^yfC) =0 e ia sua 
differenziale immediata che supporremo essere Pdx-h Qdy = 0. 
Ora se Tequazione /'[ar,y,c) = si differenziasse rispetto ad 
x,y e e troveremmo Pdx 4- Qdy -+■ Rdc = 0; donde si tede che 
eliminando e fra le equazioni f^x,y,c)=zO, Pdx-^ Qdy-h Rdc=0^ 
giungeremmo sempre alia medesima eqoazione 7=0 o?e per6 
c fosse tale da rendere nullo il termine Rdc: dunque ogni valore 
di c atto a soddisfare alia eqaazione Rde = 0, mulerA Fequazione 
f(x,y,c) = in una equazione §(a;»y) = che soddisfar& alia 
proposta 7 = al pari della /[a;,y,c)=0. Ma Tequazione 
Rdc = 06 sodisfatta da dc = (che 6 qoanto dire da c=coslante), 
ed ancor da Jl=0, dunque Tequazione Jl = sari quella 
dondc doTremo ricavare i valori di c da sostituirsi in ({x^ y, c)=0 
ad ottencre tutte le relazioni tra a; e y , indipendenti dalla co* 
stantearbitraria, cd atte a soddisfare alia equazione F = 0. 

602. CoROLLARio I. Se Tequazione R=Of cio6 ^z=0, sara 



iL GALGOLO IlfTlGBALE 331 

priva delta x e della y, c risolterit costante; in tal caso Teqaa- 

zione f(a?»y,c] = diverra an iategrale particolare, e non of- 

frirft alcana cosa meritevole di coDsiderazione. 

df 
Se Teqaazione x == ® ^^^ priva della c, se avremo ciod 

% =^(a:,y)=J|f, qaesto significher^ cbe Teqaazione f[x,y,e]=zO 

oooUene la c al 1° grado soltoDto, e che deve essere della forma 

MC"hN=0 (sappooendoiVal pari di JIf ruozione di x ed y)»ra- 

giooeper cai Teq. F=0 sara qoella che si oliiene eliminando 

tjfraifc + 2V=0ecdlfH-dilV=:0, cio4 MdN^NdM=0, la 

df 
qaale d soddisfatU appanto da JIf = otvero da ^ =0; nal- 

lameno If = dod sar& una solozione singolare, sibbene on 

If 

integrate particolare corrispondenle a c = od; infaUi Jf=:^— . 

c 

Se reqaazione x ^ ® conterri a;, y e c, avremo c dato per 

una fanzione di xe di y; laonde Teqaazione ^(a?,y9r) = si 
mnleri in ^(x,y) = 0, e questa sari in generate una solozione 
singolare della F=0, come qadla che ^ stala desunta dafia 
/(^»yf c]=:0 attribaendo a c (cbe in ogni integrale particolare d 
costante) an valore variabile. 

EsBHPio. xdx 4- yrfy = rfyv^(a:*-f- y*— m*) ; 11 cai integrale 
completo * f= «' — 2cy — m* — c* = 0. 

df 
Avremo ^=^-*Sy — 2c=0y c = — y. Laonde sostitoendo 

qaesto valore di c neir integrale soddetto, si avri la solozione 
singolare d^+y*= m\ 

603. CoROLLARio IL Supponiamo che V eq. f[Xj y, c] = ri- 
solata rapporto a c dia c = ^ (x^ y) ; ponendo p(Xt y) in loogo di 
c la fanzione /(a;, y,o] risalteri identica alio zero, e tali risol- 
teranno pore le sae derivate parziali relative ad a; e ad y; dan- 
qoe avremo 
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or siccome ^ =;: ci da t- :^ oo, :r- = oo , si conchiade die sc 
dc dx dy 

p[xyy) = c sari riotegrale completo d*aiia equazione diffe- 

rcDziale F=Oy tatte le relaziooi Ai x e y capacidi rendere io- 

fiaite le derivale parziali ^^ * ^ ' ^ ^ ^ soddiafaranno alia 

equazione F=0. Di qaesle relazioni saranno poi aolozioni siir- 
golari quelle soltanto che combinate colFiDtegrale f{x,yfC) = 
non renderanDO p{x,y) aguale ad oaa costanie; le altre saranno 
integral! particolari. 

EsEHPio. L' integrate posto qui sopra risolato rispefto a r, 
^J c = — y -h v^ (a?* 4- y* ^ !»•) ; per cai avrema 

^ _ M^fV) ^ .^ 

rfa;"" dx ""Vt^' + y* — •»*)/ 
dunque la relazione x^ + y*= m*, come qaella che rende lofinila 
la deri?ata \j^ f soddisfari alia equazione differenziale 

xdX'+'ydiy = dy\/ (x^-hy^-^m*). Questa relazione poi i ana 
solu^ione ^ingolare percM conibinata coUa equazione 

fa risultare c ugua|e ad una Tariabile, e non g\k coatante. 

604. CoROLLARio III. Quando requazione/'(x,y»c] = ri- 
soluta rispetto ad y prendesse la forma y = F (a;yc), a?remmo 

ed in qucsto caso il yalore di c dovrebbe esser tale da soddisfarc 
alia equazione ^ = 0. 

Se poi Tequazione suddetta risolula rispelto ad sp prendesse 
la forma x = F^{y,c]^ avremmo 

. dx , dx , 

e qui il ralore di c dovrebbe esser tale da soddisfare alia cqua- 

dx ^ 
zione -r- = 0. 
dc 

Dunque tutti i valori di c pei quali pud rintegrale/[^,y,c}=0 
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mutani in soluzione singolare, saranno dati dalle eqaazioni 

EsEMPio. Abbiasi Teqaazione -y^ = -^, dove si sappone 

X = a H- te + ca?' + ca?' H-/!r*, r= a H- 6y -i- cy' -f- ey* H-/V*' 
posto F=e(a?4-»)-Hf(a?H-y)' 

''iDtegrale di qaesU equazione sari (d. 592), 

Siccome F A fanzione di a; + y sari ^ = j- = F' (n. 184). 

Differenziando Fintegrale dato rapporto ad y e c,e soppo* 
nendo x costante, avremo 

— | = -c^^(C+F)4-(a:-y) ^^^^^^^ , 

Ty/[C-^ F)dy=-2dy(C-f.F)^F4-(a:-y)(dC-h FdyVF, 

^ (a? — y)\/r 

dC~ rv'tC-f-Fj-la? — y)FVF4-2(C+F)VF' 

Or si Ofiservi che air integrate suindicato pu6 darsi anc6 la 
forma segaente 

V/J + i/F=-(y-a:)V(C-HF); 
allora si vedri che ad avere il valore di ^, polremo permatare 

ndraloredi ^» a? in y e viceversa, e cangiare il segno di 

\/(C4- F); cosicchi avremo 

ix [x — y)\/X 

JK""IV(C-+-F) — (a? — y) Fy^J— 2{C-|-F)v:r ' 

FaGeodo^:=0, Iroyeremo a? — y=:0; ma siccome in 

quesla eqoazione non i compresa la C, cosl essa non sari una 
sdnzione singolare* sibbene (come abbiamo dimostrato) an inte- 
grale particolare corrispondente ad a = oo • 

Per altro 6 da notare che ^ ridacesi a zero ponendo ancora 
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F=0, parchd nOD abbiasi iieUo stosso tempo F=:0, che Iq 

qaesto caso risulterebbe j^ = n- Ora 

r= a -f- 6» + c»*-t-«y'+;»'= ^(»— r,)(y— r,)(y— r,)(j— rj , 

rpr,,rg,r4 essendo le radict della eqaazione Fr^O; danqne 

2^ = fp y = r,, y = r„ y = r^ saranno altreUaote solaziooi par- 

ticolari della proposta, ove per6 qaeste radici sieno tatle di» 

suguali fra loro, giacchd le agaali renderebbero nulla anche la 

derivata F. 

Alio stesso risaltalo si giange partendo dalla oondizione 

doc 

•^ = 0. Daoque tattc le solazioni singolari della proposta aono 

oomprese nelle formole « =: r, y :r: r , prendendo per r ana qua- 
lunqae delle radici disuguali della equazione 

a -h 6r -h cr* H- cr* 4- f r* = 0. 

605. CoROLLARio in. Supponiamo che il yalore di c desaoto 
dairintegrale f[x^y,e)=zO per una delle regole anzidette, sia 
c=^[Xf y): se (rappresenlando con anna costante]req./'^x,y,e)=0 
potri mcllersi sotlo la forma x(^« 9) + [^ — ^ (^» y)](^ — a)=: 0, 
la relazione che si trovera soslituendo a c la fanzione ^x^y) 
non sari una soluzione singolare: infatti il porre {; = \|/(^,y), 
equivale a porre c = a, perchd Tequazione si pel primo che 
pel secondo valore conduce al medesimo risullato. Dunque affin- 
ch^ il valore di c = xp (x, y } faccia luogo ad una soluzione sin- 
golare bisogna che U sostituire in luogo di c la funzione ^{/(a^yy] 
non equivalga a sosliluire in luogo di c un ?alore costante. 

EsEMPio I. Sia (a:* — 6) c* -H («* 4- y* — b) (y* — 2cy) = 0; 

ayremo ^ =2(a:* — b)c — 2y(a:*-4-y* — 6); e quindi 

^- — ^^m — 

Or si osser?! che la proposta pu6 mettersi soUo la forma 
e pel valore trovaio di c diventa - — , / .,/' = , ovvero 

■^ [X* — b}* 

jp* H- y* = 5. Questa per6 non i una soluzione singolare. 



a GALGOLO IHTBGIALB 33S 

porre c = ^ — , ^ , ' eqai?ale a poire c = , come pu6 facil- 

mente iredersi ; eosicchd x*'^y*=b 6 appuoto an*iotegraIe partioo- 
lare corriapondeDte a c = 0. 

EsBMPio II. y = a? 4- (c •— !)• (c — x)*; ayremo 

^=2((?--a:)(c — l)(2c-.a: — i) = 0; 

qaesta equazione pa6 essere soddisfatta da c=:l, da c = x, e 
da c==}{a?4- 1). 

Ora per c=: 1 si ottiene FiDtegrale parlicolare y = x. Per 
c= X si oUiene lo stesso iotegrale parlicolare, sebbene c sia va- 
riabile; imperocchd porre c = x eqaivale a porre c=:l. Per 
c = |(rr + 1 ] si ha la soluzione singolare y=x-^^^{x^'l )\ 

606. Teorem A. Le soluxi(mi sxngolari d^una equaxione dif- 
ferenziak Pdx -f Qdy = rendono infiniti i moUiplicatoripei quali 
questa equazi<me riesce integrabile. 

SuppoDiamo che V inlegrale complelo della equazione 
Pdx-h Qdyz=: sia f>{a;, y]z=c, e che il moltiplicatore capaco 
di rendere questa eq. inlegrabilc sia M; M[Pdx + Qdy) = sari 
la differeoxiale esalta eimmediata di ^(a:,y) = c. La soluzione 
singolare $(rr,jf)=:0 non sar& cooipresa nella eq. ^(a:,y) = c; 
Gonseguentemente il valore di y,peres. y=:x^itraUo dall'equa- 
zione \ (or, y) = non soddisfara alFeq. (p[x^y]-=.C\ ci6 vuol dire 

che la quantity 9>[x, x^) ■^ODS^i'^ costanle, e che il differenziale 
immediato di ^[x^y) cio^ M[PdX'h Qdy) non pu6 essere reso 
nullo da y = x^* D'allra parte, perche la soluzione singolare 
i;(x,y)z=0 soddish alia eq. Pdx -h Qdy = 0, il valore di y = x^ 
rende nulla la funzione P(fo+ Q(fy; dunque il moltiplicatore 

M =• -p-jz — ^- per y = x^> cioA in virtu della soluzione 

singolare |(^,y]> riusciri infinilo; il che 6 quanto dovevasi di- 
mostrare. 

EsBMPio. L' equazione xdx-hydy=:dy\/(x*'+-y^ — m'), 
si cangia in differenziale esatta moltiplicata che sia pel fattore 

la relazione op* + y* z= m* , per la quale il moltiplicatore 

^ , , — r riesce infinitO; i una soluzione singolare della 

proposta. 



} 
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XIII. V integrazione delle equazioni a differenze 
ordinarie del primo ordine a tre varicUnlu 

607. Probleha L Trawn-e le condmani cm debbano soddisfare 
le funxUmi P, Q^ Rj acciocche Pequamne Pdx + Qdy + Rdz = 
ammetta un* integrate. 

Qaando il 1^ membro della proposta risulter& dalla diffe- 
renziazione immediata d'aaa equazione fioita ^(x, y^xj^O, la 
condizione cai dovranno soddisfare le funzioni P^Q^R saranno 
espresso dalle eqaazioni (2) n. 546. Qaando poi la proposta 
risaltera dalla eUminazioDe d'aoa costante c fra Teqaazioae 
primitiva 4)(a?,y, je]=:0 e Teqaazione differenziale immediata, 
o da alcun'altro calcolo posteriore alia differenziazioae mede- 
sima, quale sarebbe per esempio la divisione d'un faitore comane 
a tutti i termini, allora essa non soddisfara altrimeoti alle coa- 
dizioni general! suindlcate. ContaUoci6 supponendo che x^y 
sieno indipendenli fra loro e z funzione di esse, e risohendo la 

P 

proposta rapporto a cfjc^ la fanzione — -ff-dx—^dy apponto 

R R 

perch^ X e y sono fra loro indipendenli , e perch^ essendo 

ugaale al differenziale dz deve esserc una differenziale esatta, 

soddisfard alia condizione (1] n. 546; dunque facendo 

P Q 

f = -R^ « = -5' 

cd osservaodo che p e q oUre conlenere x e y contengono an- 
cora z (iunzione delle due ?ariabili stesse x e y), avremo 

dp dpdz dq dq dz^ 

dy dzdy~^ "Sdi' . 

sostituendo i valori di p e 9, e facendo j^= — )»> j-= — ts* 

'■(^^-f)-o(S-'^)-'-(f-S)=«^ (') 

questa si d la condizione la quale esprime che z 6 funzione di 
due ?ariabili indipendenli or e y cui ^ legala medianle una sola 
pquazione ; tal condizione dee ?erificarsi acciocchi la proposta 
sia inlegrabile. 
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NoUsi che la condiiione medesima avrebbe laogo qiiando 
af esaero laogo le eqaazioni (9) n. 546 , percfad ciascuDO dei fre 
biDomj cbe moUiplicano P, Qf R, saranno identicamente nalli. 

608. Probleva 11. Integrare Feq. Pdx ■+• Qdy -i-Rdx = 0. 

Se le fonzioni P, Q, R, soddisfacessero alle condizioni (2) 
n. 546, riniegrale della proposta polrebbe ayersi medlante la 
formula generale (6) n. 550 ; ma se ia laogo deile oondizioiu 
medesimesi Terificberilk la (1) n. 606, terrauoilmetodoaegoen- 
te. RisolTendo reqaazione rapporto a dm si trora 

dr= — ^dy— p(fe; 

or se si conoscesse il valore di or in y e z sostltaeadolo nei coef- 

O R 
ficienti— ^, — -p , essi risulterebbero identicamente ogaalialle 

derivate parziali di x presc V una rispelto ad y 1' altra rispetto 
a X. Danque cercando la funzione piu generale di y tale che la 

saa deri?ata rapporto ad y sia — ^ , jz essendo riputata costante, 

il valore richiesto di x sar& nn case particoiare di esaa. Integre^ 

dx 

remo adonqoe V equazione -^ = — ^, ot vero PdX'hQdy=: 0, 

nella sapposizione di z costante. Posto che Fintegrale di essa sia 
1(^9 y> z) = Zy ^ manifesto che la Z (rappresentante la costante 
arbttraria), ioyrk essere indipendente da a? e da y, ma potra 
conteoere la z. Differenziando qnesta equazione nella ipotesi di 
Xf y, s tulte variabili, risulterd 

or se Z deve esser funzione della sola z, ^ manifesto che elimi- 
nando dal l^membro il differenziale dx per mezzo della proposta, 
e la yariabile x per mezzo della equazione ^(ar, y, z)= Z, I'altra 
variabile y dovra necessariamente sparire; cosl avremo una equa- 
zione Tra z e Z cbe integrata farit conoscere Tcspressione di Z in z 
ponendo questa espressione in luogo di Z, Tequazione^ (x,yyZ)=Z 
si mutera nell'integrale richiesto. 

EsEMPio I. {y -h z) dx -h {x -h z) dy -h [x -h y) dz=z 0. 

L'integrale di questa equazione la quale soddisfil alle condi- 
zioni (2) n. 546, si troya mediante la formula (5) n. 550, ed d 

jpy4-arz-f-zy = (?. 

43 
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EsEMPio II. (2d» 4- «•) dx-h^» dy — i (a?* -♦- y* + a) <fa= 0. 
Qaesta equazione soddisCI alia condizione (1) n. 606* Conside- 
rando x come coslanle essa si riduce a {zx-hsf)dx'h9^ydy=z0f 

il cai integrale 6 a:* -+- y* -h a:2"=: «; 

differenziando avremo (jso? + 2' ) <£z; + 2y tfy + 3a;z dz^=:dZ; 

ma in forza deiroUenuto lotegrale si ha y' = Z — x* — rcz*, 
dunque soslituendo avremo z (js + a) clz = z(fZ ; qaesta si d Teq. 
la qaale non conliene che z; integrando sara 

CJ8'=: Z-hafZ^z cz^ — a, cd x'-H y'H-(a: — c)j8*-h a=0; 

tale si e T integrale delta proposta. 
EsEMPio III. Sia data F equazione 

(y* 4- y« 4- «*) dar 4- (ar* -1- arz -h «•) rfy 4- ( ar* 4- iry 4- y') & = 0; 
essa soddisfiii alia condizione (1] n. 607; posto dz = si trova 

a;' 4- a:« 4- z^ y* 4- y« 4- «' 
ed or Tacendo x = u — ^, risulta 

/ dx _ r dtt _ 2 2tt _ 2 **±* 

x'^xZ'hz^'^J u«4-M'~zv/3^^ ^°*n^""^V^*'*^* V3^' 

e per la medesima ragione / y,^y^^^ «=^ artang^^*, 

e slccome la formula tang (a 4- 6] =-3 — \ ^S— fatto 

°^ ' 1— tangataogft 

tanga=m, tang&=ny ci d^ ar tangm+ar tang ti=:ar tang 7 , 

percid sommando i doe integrali trovati, a?remo 

-JL artanff .i^±^±iliili -Z 

or se I'arco contenuto in questa equazione 6 uguale \Zz^Z^ 
fonzione della sola z^ dovrd anco la tangente di esso essere 
uguale ad una funzione dl z^ e potr& essa pure venire rapprc- 
sentata da Z; dunque 

2(^ + y4-g) _2 
z*^xz — yz — 2a:y 

Differenziando questa eq. ed eliminando dx per mezzo della pro- 
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posta spariri anco dy, ed otterremo 

« («• 4- ap» H- S*) «I« = — 2 [x^ + yz* -f- 2a?y« -H x^y h- a?y*) dz 

— (x^ — x» — yz — ixy^dZ; 

trasporUndo toUi i termini nel primo membroy svilappando e 
diyidendo pel faUore x + y + 2, otterremo 

2 (a?y 4- y« 4- xz) Z*dsi + (j? + y + «) x^dZ = 0; 

e iicGome dairintegrale saddetto si ba 

xz + yx='^ rfri » 

.. ds dZ dZ cZ ^ z 

P^'* T = T-JI=1' ' = 731' ^ = 7=7; 

end' A che Fintegrale della propoata sari ^+a;xH-yx=rc(ar+y+«]. 

XIV. rintegraziane delle equazioni differenziali 
a due variabili del 2"* ordine. 

609. 1. Equazioni del V ordine priyb della y. Mancando 
la y Feqoazione da integrarsi sar& 

fix ^ ^Wo- 

^\^'dSc' da?) ' 
la qaale, ponendo^ = y', e perci6 ^ = ^,, si cangeri in 

r(-.^.|)=o, 

equazione del V ordine tra le yariabili x eyf. Dunqae quando 
manca la y la propostapad trasformarsi in una equazione del i** 
ordine; questa integrata dari una eqaazione fra rr, y' ed una co- 

stante arbitraria. Posto ^ in Inogo di y'yper la susseguente inte- 

graziooe ayremo una equazione finita fra a:, y e due costanti ar- 
bitrarie. 

610. PaoBLEMA 1. IfUegrare P equazione cte*+ dxdy z=:px (Ty. 

Diyidendo per dr* avremo 
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/Lk J — 

c integrando 1(1 H-y') =/ — 4- 1C;1 +»' = Ce ^. 

Or ponendo ^ in luogo di y' sar& 

dy=Ce f^dx — dx, y = CJe ^Ar — a?+(7,. 

611. II. Equazioni del 2^ ordine tRiTR DELL A X. MaDcando 
la X TeqaazioDe da iotegrarsi sart 



per cui la proposta si caoger^ in 

equazione ddl^ordine fira le tariabili y^\f. Danque ovemancbi 
la X potr& la proposta abbassarsi d'nn ordine, e farsi poscia nn 
calcolo in tutto somigliante a qaello indicafo sopra. 

612. PaoBLBMA 11. Inlegrare Peg. fy + Adxdy + Byda?=d&, 
essendo A e B costanti. 

Diyidendo per dx^ avremo Fequazione omogenea 

y'dy' 4- Aj/dy -h Bydy = 0; 
Laonde bUo y' = uy , dy' = udy + ydu, sari 

(ti* 4- ilti -f- 5) djf -h uydu = 0. 

Rappresenlando con a e 6 le radici della eqnazione u*+Att+i7=0, 
ed osseryando che da y' = uy si ha dy = uydXf otterremo 

dy udu . du 

y— (,^-«a)(»-6)' (II— a)(ii — *)' 

cfy , cftt dy . . du 

^ — adx=z 5, -i — Map=: , 

y w — * y t# — a 

ly — oo? = 1 T, ly — tx =: 1 — ^— » 



»«■ 
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C Iko Cm 9 C mm C| 



, j^c""**= — *— , i« — 6=-c**, u— arr-J-e**; 



a — 6' ^ u — a' y y 

« = -i-re- ^e**, ovYcro » = C«- -?- C,«^. 

^ a — b a — 6 ' ' * 

613. CoROUARio I. Se fosse a = b avremmo y =[(7 + C|)e~, 
il qaale int^rale perchd contiene ana sola costaote arbitraria 
C-i-Ci non sarebbe completo. Ad avere IMntegrale completo, 
torneremo alia proposta la quale dar& 

dy udu iu adu , du 

Y~ (« — «)*~ (*« — «)* w — «' """"{v — a)* 

g 

614. CoROLLARio II. Se fosse a=m-hii\/ — 1> fc=m— n\/— 1, 
avremmo y = e~ {Ce*'^^-* 4- C,e-""'^-*)- 
Sostitueodo ad e^^-^ le espressioni (24) (35) n. 244^ oUerFemo 

jf = e~ [{C, + C) cos nap + (C, — C) V — 1 sen im:]; 

e siccome possiamo dispone di C e C| a piacere nostro fecendo 
C, = A + *v^ — 1, C=A — *\/ — 1, sari 

C,-hC = 2A = il, (C,--C)\/— 1 = — 2» = il„ 

y = e"" ( il cos no? + ^ I sen nop ) ; 
infinefacendo il = CsenC|» il| = CcosC|, 
risolleri y = Ce** sea^na? h- C,). 

615. IIL Equazioni omogbnbe rispetto id x^y^dx^dy^d'y. 
Supponiamo che soddisGeiccia a questa condizione Teqaa- 

zione generale del 2^ ordine 

PJPy -^ Qdif ^ Rixdy-h Sda? = Q, 

nella qaale eqaazioae P^Q^R^SA sappongono fanzioni di a; e y. 
Diyidendo per d^ avremo 
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esiccome se ite, dy, fy yalgono per uDa dimensione, d forza 

chey'sitdelladiineiisione ed y" della dimensione -^ 1, perci6 

% P 

ponendo y" = - , 1' equazione rtsultaato —x + (?y^H- Ry' + S =0, 

so so 

sar& omogenea rispetto ad a?,y;qaiiidi facendo y = tia(ytaUi i 
termini di essa si troreranno moUiplicati per ana medesima po- 
tenza di rr,la quale mediante la divisione potrd elimioarsi. Di 
questa guisa otterremo una eq. |fra y', u e x nella quale z sari 
sempre al 1^ grado; per lo che giangeremo aempre ad avere una 
eq. flnita x=:f(u^if). 

Ci6 posto sar& cosa agerole il determinare Fintegrale ddla 
proposta. Essendo y = mo? e dy = y'd^, avremo 

^dx^iudx-^sodUf {jf--u)dx = sodu; — = .^ ; (t) 
inoltrepercM y"=^, e dy'=y"d^, 8ar»dy'= ^, ^=^'; 

per consegnenza ^-—^ = "7 ' ^' 

da questa eq. potremo eliminare » mediante il valore x=f(u^y'] 
tro?ato sopra; e di questa guisa> arremo una equazione del 1^ 
ordine fra le due variabill y' ed ii; e integrando ne risulteri 
Tequazione {> (y, i»f c) =: 0, c essendo una costante arbitraria. Po- 
nendo ^ in luogo di y', ed— in luogo di u, ayremo una eq. del 

1^ ordine fra dp ed y, e da essa ricaveremo Pintegrale richiesto. 
EsEMPio. Sydx'— 3a?da?dy + 4y* d*y = 0: questa equazione 
d omogenea relati?amente alle variabiii ed ai loro differenziali. 
Diyidendo per do;* si ottiene 3y — 3a?y'-4-4y*y" = 0; e facendo 

y = t4a?,y" = | sari 3u— 3y'-f.W* = 0, « = lll^l=^l 

Posto siffatto valore nella equazione (2) si tro?a hu*dy^ = Sdv. 
Tale si d Tequazione differenziale fra u e y'; integrando sar& 

y'= C — T-. Or sostituendo questo valore di y^nella (1] avremo 
dx da — 4tidu 



4tt 
e supponendo che a + 2t», i + 2u sieno i due fattori del trino- 
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mio 3 — iuC + bu*, sara pure 

dx_ —kudu _ 2flk<tt aftcjn . 

1F~* (cH-2u) (6-+-2ti) "" (a— 6)((H-2a) "^ (a--fc)(6-f.2i«) ' 



eint^ando, — lc,-hlr = 3-^l(a+2«)-*- -^l(64-2u); 



a 



c matando i segni , '^r=.[a'\' 2tt)® X (' "»- 2^) * > 

o?vero» cangiando la costante arbitraria, 

C,(6a; + 2y)* = (aa:4-2y)^ 

questo sarft TiDtegrale ricbiesto; il quale h completo percbft ana 
delle costaoti arbitrarie d C, , Tallra d C e si troTa inclasa 
ne'valori di a e 5. 

616. IV. Equazioni omogenee rispetto ad 7,dy,d*f. Sup- 
poaiamo che soddisfaccia a questa condizione TequazioDe 

nella qnale P, Q, jR, 5 si soppongono fanzioni di a; e y. Dividendo 
per da?^ ar remo come sopra 

or questa equazione dovrft essere omogenea rispelto ad y,^' e j^'; 
imperocch^ la proposla se h omogenea rispetto ad y , dy , cPy e 

forza che sia omogenea anco rispetto a V > 3^ » j^ >^on to- 

lendosi ix contare per una dimensione. Dimanierachd se por- 
remo y^ = tfy,y''=:jsy tutti i termini della equazione suddetta 
risulleranno moltiplicati per una medesima potenza di y, toita 
la quale rester^ una equazione finita fra u, jk ed x che rap- 
presenteremo cosi ^(u, js, as) = 0. 

Ci6 Caitto sari cosa agevole il aeterminar F integrate della 
proposta. Essendo di^^zi^dx otterremo d.uy = xydx ofvero 
t<dy+ydt4=jsyda?; e conseguentemente, perchd dy=y'dx z=uydx ^ 

tfdx -4- dtt = xdx\ (3) 

da questa equazione potremo eliminare % mediante la proposta 
ridotta a<^(u,;s,a:)=:0; il risultato sari una equazione del 1° or- 
dine fra u ed x^ la quale integrata dar& una equazione finita fra 
t«,d; ed una costante arbitraria C cbe rappresenteremo con 
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Tornando quindi alia eqoazione dy =: f^dx = uydx da cai 
si ha -^ = udXf potremo daqaesta per mezzo della x|/(t«»ar,(^=:0 

9 

elimiDare la u; allora avremo ana eqaazione del 1^ ordine fra x 

ey,e iDtegrando otterremo 

Judx 
ly=:/tiir + lC„ y = C,e , [k] 

ciod rintegrale completo della proposta. 

EsEMPio. ydPy — dy* x= Xydxdy^ dove X & (unzioDe della x: 
questa eqaazione & omogenea riapetto ad y^dy^d^y. DWidendo 
per cte" si oUiene yj" — »^ = Xy^» e facendo y'=uy, y"=j8y, 

sari «y* — uV =: Juy*, oYYero « = t#*-hJii. 

Or pongasi qaeslo valore di z nella equazione (3); aTremo 

u 

flifa 

poscia per la (4) y = C^e • ib? . 

617. ScoLia Quanto all'lntegrazione delV eqaazione generate 
lineare del 2° ordine yedasi il segaente articolo (n. 632). 

XV. Vintegrazione delle equazioni lineari 
di qualanque ordine. 

618. DsFimziONE. Una eqaazione si chiama Uneare quando 
taite le variablli in essa c<|^lenate eccectaata qoella il cai diffe- 
renziale primo 6 costante, e i loro differenziali non oltrepassano 
la prima dimensione. 

619. CoROLLARio. L'equaziooe generate linearo tra dae va- 
riabili x^ y sari / 

y<"> -f. iiy'^-*^ 4- JBy<-*» . . . . + My' + iVy = J; 

dove AtBf....MiN sono funzioni di x. 11 primo membro di 
qaesta eqaazione si iirk P; cosiccbd Teqaazione medesima si 
rappres^teri con P = J, ed allorqaando sara J = 0, con f = 0. 
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620. Tboikha I. La iomma di un numero ptahinque cK fun- 
zkmi deUa x capaci diioddiifare aUa efuoxiofie P = 0, sodMsfard 
cncKtaa dUa equassione medeiima. 

Sieno y 1 1 yt » • • • y» piu fonzioni della x^ cM piii yalori di y , 
capaci di soddislare aUa equazione P = 0; avremo 

yZ-'-f-ily/-*' ^iVy.zO, 

y.<*» + ^y,<-*» + iVy,zO, 



sommando arremo qaella medesima ideotiti che otterremmo 
sostitnendo ad y la sornma yi + y, . • • . + y„. 

621. CoKOLLARio. Se della equazione P = conosceremo n 
integral! particolari , tali per6 che ciascuno di essi contenga una 
costante arbitrariay 1' integrate completo sari dato dalla loro 
somma. 

622. Teoreva II. Se una funxiane y deUa x ioddiifard alia 
tq. P = Of anco ilprodoito di questa fuMiane per una coelante c 
soddiifard alia equasnone medesima. 

Imperoccbd esaendo 

y/**-^^y/*'*^ + iVy,=z:o, 

moltiplicando per c , sarik pure 

cy,w -4- Cily,«*-*> 4- ciVy , 2! 0; 

il qoal risnltato ^ appanto qaello che otterremmo aoatitnendo 
€y^ ad y. 

623. CoROLLARio. Se n ftinzioni di x^ cio6 y,, yt^^Vnt 
aoddisbnno alia equazione P = 0,1' integrate completo di qnesta 
equazione stLik 

y = c,y,4-c,y,....-hc^y^. 

62(. Tborbva III. Uequaxione P=:0 potrd sempre abbae- 
$ar$i fun ordine facendo y =: ei*^» dove u rappresenia una fun- 
xiane deUa X. 

PercU essendo y'=y«, y=y(M*-HO. y'"=y(ti'-h3iiw'4"ti"),... 
P = 0, 81 canger& nella aeguente 
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la qaale oon d lineare, sibbene d'unordioeinieriore d'una uniU 
a qaello della proposla. 

625. Teorema IV. UifUegrak della equamme P = aord 
necessariatnente la forma Jf = Cj y, 4- c, y,. . . . H-c^ jf«, dove c„ c,, ... 
saranno n costanti arbitrarie, e<i yr » y, , . . . n funjdoni diverse della x. 

Intaiii sia y, una . fuDzione dl x capace di soddisfare alia 
equazione P=:0, e pri?a d'ogni cos(ante arbitraria; il che pu6 
sempre sapporsi, perch^ se ne contenesse alcuna» essa potrebbe 
elimioarsi attribuendole un valore parlicolare. In forza del 
teor. 11 (n. 621), y = 6yi sara un integrate particolare della eq. 
P = 0. Or prendiamo a determinare le deriyate di y. Nolla yiela 
cho nella espressione di y la costante arbitraria b si consider! 
come una funzione della x^ purch6 tutti i termini provenienti 
dalla Tariazione di b si pongano uguali alio zero. Perci6 avremo 

y" = 6y/'-h26y,4.6"y,, 



sostituendo queste espressioni nella equazione P = , risultera 

6(y/*> -+- -Ay/""** ... H- Wy,) -f JBr6»"» -h T^^ *>'.... H- PV = 0; 
osservando che y/**-4-ily/""** .... + iVy, sz: 0, dividendo per H c 
facendo 6':= 2, avremo i' equazione lineare 

^-*> + jryt"-».... + (?z=rO, (2) 

dove i coefficienti £,... Q saranno f unzioni della x, Sia % ana fun- 
zione della X capace di soddisfare a questa eq. ;sar& x=:c, ;S( 
uu integrale particolare di essa; il perchd avremo 

6' = c,z,, * = c, 4- c, JjB,da? , y = ftyr = c^y, 4- c,y, /«ictr; 

cio^ y = cjyj'hc^yi, 

y, essendo una funzione differente da y. 

Siccome questo risultato dee potersi applicare a qualunque 
equazione lineare, Tequazione lineare (2) ammettera anch^essa 
al pari della eq. P = 0, un* integrale della forma 

donde avremo 6 = c, h- c J(c,y , h- c,y, ) dx ; 

e quindi y = ty, = c,y, + c?iC,y Jy,dir 4- c,c,y,/y,dx; 
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ovvero y = c,y, ■+- c^y, -h c^y 

Tornando air eqaazione (2) potremo coocedere ehe anch'essa 
abbia un iotegrale di qaesta forma; sicche sar& dato coBtiouare 
il ragionamento in qaesto modo fino a cbe abbiasi una espres- 
sione di y, la quale contenga n costanti arbitrarie. 

626. Teoreva v. Vequasdom lineare P= turn pud arnmet- 
tere dieuna soluxume tingolare, 

Imperocchd supponendo cbe Tequazione P= Oammetta una 
soluzione singolare rappresentata da y = y, , potremo col mezzo 
d*un ragionamento in tutto somigliante al precedente trovare un 
integrate completo di essa della forma y = ^jy^ + c^y^...-^ c^^; 
era yi si ottiene rendendo nulle tutte le costanti tranne c, e 
facendo r| = i» dunque y^ non 6 una soluzione slngolare> ma 
sibbene un integrate particolare. 

627. Teorema VI. Uequazume P = Xpotrd sempre integrarsi 
quando ri canosceranno n integrali particolari deUa equa»\aneP=zO. 

Supponendo cbe gli n integrali parlicolari della equazione 
P=:0 sieno y^ys*-- y^, Tintegrale completo sari 

yrzzc,y,H-c,y,...-hc^,. (3) 

Cio poato prendiamo a provare cbe potranno sempre determinarsi 
le funzioni ,che si debbono sostituire alle costanti c,, c, , ... c^, ac- 
cioccbi siflTatto integrate si muti in quello della equazione P = X. 
A tale uopo basterii dimostrare cbe sempre sari dato di deter- 
minare n equazioni dalle quali potranno ricavarsi siffatte funzioni 
mediante T eliminazione. Una di tali equazioni pu6 dirsi data 
dalla proposta P = X, percbd dovendo le quantity y, y',... y^"\ 
desunte dalla espressione (3) neU'ipotesi di Ci,c,,...c^ variabilis 
soddisfare alia proposta medesima, fatta la sostituzione avremo 
appunto una delle equazioni cbe trattasi di trovare. Or diffe- 
renziando T equazione (3], si trova 

y' = cy, -h c,yV..- + c^'n + y/i H- y/i — • -H y/n; 

c siccome .c,,c,,...c„ debbono esscr subordinate alia condizione 

y,c',4-y.c',....H-yA = 0; 

questa sara una delle equazioni che dovranno scrvire alia deter* 
rainazione di c,,c,,^..c^. Frattanto no risulterd 



\ 
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Ci6 fatto differenzieremo nuoYamente questa eq. ed agaaglieremo 
a zero la somma dei termioi conteneDti le derivate c\^ c\,.., tf^^ 
e co8l contiDaeremo flno aU'espressione di if"^^ inclasiYe; in 
tal guisa avremo n — 1 eqaazioni fra le deriyate c',,c'j,...c^^ 
delle fiinzioni che si tratta di determinare ed altre fanzioni oo- 
gnite; alle quali « — 1 eqaazioni d d^aopo aggiangere qnella 
ancora che provieoe dal sosiituire nella eq. P=X, i falori 
di yty'y*!^**^ ^i*A(ti dalla espressione (3], cio^ 

y"=cy,-hc,sr, -^ejfn^ 



• • • • 



Le n eqaazioni saranno percid le segoentf 

»,</,-!-»,</, +y,(!', = 0, 

y'i«'i4-»'iC'. -l-»',c',=0» 

»/"" V, + »,<-*V, ... H- yj'^- V, = X; 
Qaeste eqaazioni risolute rapporto a (/p c'f, ... c'^ daranno 

dove con X, , X^y.^X^ si vogliono rappresentare n fnozioni di- 
verse della X. Talchd avremo 

Cj^r/Xjcte-f a,, c, =:/X,(fec-i-ajy....; 
e per consegaenza y = y, (a, + jX^dx) -+- y, (a, -+- JXjdx) h- • . . 

sar^ Tintegrale della eqaazione P = X. 

628. Problem A I. Integrate Fequaxione Uneare P = , nqqM- 
fienifo t coefflcenii Ay B,...N ccstanti. 

L'equazione (1) n. 623, sarA in qnesto caso soddisfaita da qna- 
lunqae valore costante di u, purch^ sia esso radice della cq. 
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ft + AtT^ + Bu*^* ... + 2V= 0. (4) 

Sieno a, (, ... t le radici di qaesta equazione; avrcmo 

J'ii(te:= (MP, = 6a?, ... = rj?; 
qoindi 

taranno n integrali parlicolari della pro{K>sta9 ed 

y = c,e" 4- c,e** .... h- c^c", (5) 

rinteprale completo. 

629. CoROLLARio I. Se TequazioDe [4] avri radici immagi- 
narie I'lDtegrale [5] riasciri immaginario, ma sara cosa agevole 
dargli forma reale. Imperocchd abbiasi 

a=rm + n'v/ — 1, ft = m — nV — 1; 
i doe primi termlDi della espressione (5) diverranno 

= «"• (c,cos nx-hc^x/ — 1 sennar+c, cos nx — c,\/ — 1 sen nor); 

or Dalla tieta cbe alle costaDti arbitrarie e^ e c, si attriboiscano 
i valori cbe ci yengono dati di esse dalle doe eqoazioni 
c, + c, = JP, , (c, — c,) \/ — 1 = B„ dove J?, , J?, rappresentaDO 
pure dae costanti arbitrarie; danque in laogo della espressione 
snddetta avremo e"'(£iCosnd; + £,senna;]; ovvero (facendo 
£j = c cos c^, E, = c sen c^) ce** sen [c^ 4- nx). 

630. CoROLLABio II. Se Tequazione [4] avesse pin radici 
ugnaliy per es. a = 6, i termini corrispondenti dell' integrate 
si rinnirebbero in nn termine solo (c, + Cjje'^, cbe 6 qoanto dire 
ce**; per la qual cosa Tintegrale medesimo non contenendo al- 
Irimenti tti costanti arbitrarie cesserebbe di esser completo: ma 
in questo caso Fintegrale completo potri trovarsi nel modo se- 
gnente. 

Sieno m le radici ngnali; e sia ce^ il termine cni si ridncono 
gli m primi termini delPintegrale (5] : y = ce^ sari an integrale 
particolare della proposta: dalla formola stabilita al n. 143 (la 
qaale ci ik la deriyata n"^ del prodotto Mt>), facendo ti = e*'^ 
t>=i?, avremo 
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y"> = e- (ca** 4- nca*-* -H }n (fi — 1) </'a—* ....-+- c<*») 



y' = e"(ca + c') 



Ora doYendo il ralore y=ce'" soddisfare alia eqaazione pro- 
posta d manifesto che sostitaendo in essa le saddette espressioni di 
y, y\ y", ... y% il risullato do?r& essere identicamente nullo; qae- 
8to risultato metteri adunqae in eyidenza la forma di c accioc- 
cbd la fanzione y = ce"* anco per c yariabile non cessi di soddi- 
sfare alia equazione P = 0. Ma falU la sostitnzione, la somma 
de' termini moltiplicati per c d nulla in forza ddla equazione (4) 
di cai a ^ radice, la somma de' termini moltiplicati per </ ^ an- 
ch'essa nulla, e tale si d quella ancora de' termini moltiplicati per 
d\ e cosl di seguito fino alia somma de' termini moltiplicati per 
c^*"*), essendochd a (come sappiamo dalla teoria deUeeqoazioiii) 
h pur radice delle m — 1 prime derivate della equazione ((J; 
dunque il risultato deUa sostituzione sar& una funzione diflTe- 
renziale di c nella quale I'ordine maggiore di c sahk n ed il mi- 
nore m: tal ftmzione sar^ della forma pc<"'*-h}c*"***...-hsc^*; 
ma come questa ftmzione istessa dey'esser nulla perci6 porremo 
c<") = 0, il Che dari c<"**»=:0,c<-*-»> = 0, ..•c«">=0, e Teq. 
P=Osar& soddisfatta. Frattanto dalla e<")=0,aYremo[n.Se7, (Sj] 

ond'd che 1' integrate completo della proposta sarii 

y=(c, .^ c,a? 4- C3a?*...4- c„a:*-*)e**4-c„+, e** +c^e*'...H-c,e^ 

631. ScoLio. Se dovesse integrarsi Tequazione P = X, nella 
supposizione che i coeflBcenti di P sieno costanti, prima iniegre^ 
remmo Fequaz. P= 0, quindi avremmo ricorso al teorona VI 
(n. 636) , dimostrato sopra. La soluzione del seguente problema 
mostra V andamento di tal calcolo. 

632. Problbha \\.InUgrareV$qmaione Umtart del secanfmr- 
dine y" + Py' + (?y = X,P e Q essendo coekmti, ed Xfwmtme 
della X. 

Indicando con a e 6 le radici della equazione 

ti'-4-Ptt4-(?=0, 
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TespressioDe generate di y sart 

e le funzioni ineogoite c, e c, doTranno soddisrare alle equazioni 

dalle qnali per elimiiiazione si ha 



-te 






di qui poi| integrando, si ricava 
dimanierachd Fintegrale complete sar& 

sapponendo per6 che ciascun integrale comprenda implicitamente 
la saa costante arbitraria. 

633. CoROLLARio LSe le radici della equazione u*+Pu+(?=0 
fossero immaginariey cio6 da tn=bn\/ — 1, sarebbe (n. 446) 

y =2 c**J5, COB nx-hE J sen nx); 

e le fanzioni £|y£,, dovrebbero soddisfare alle due equazioni 

JS*, e** cos fw: -f- B',e** sen fur = , 

JF, (me"*cosfMP— fie**scnfia?)-h£', (mc**senfw?+ne*"cosfidp) = J; 



....«, Xe"** sen IMC «, X«~**cosn» 
donde si ha F| = , -F, = 



fi ft 



• ^. « — fXe^^ sen nx.dx „ — fXe^^ cos nx*dx , 

ragione per cni Fintegrale complete sari 

^ — Jle"^ sen nx.dx cos n« -f- JXe"** cos fup.d!a; se nx 

n 

634. CoiOLLARio IL Se le radici della eq. tt*+ Pu + (? = 
foasero ugoali Fespressione (6) si ridarrebbe a g; laonde 
it falor vero della y si troveri in tal caso differenziando il 
nameratore e il denominatore rapporto ad a^ oppure rap- 
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porto a 6y e Tacendo nell' ano o neH'aUfo risaltato a=:b; 
cosi avremo 

y = — e^Je^Xxdx + e'^xJe'^Xdx, (7) 

ovvero 

y = e^jdx je-^Xdx. 

635. ScoLio. Qaando fosse X=0, i dae integrali della(7) si 
ridurrebbero alle loro costanli arbitrarie, eTintegrale della pro- 
posta prenderebbe la forma y 2=: 6*^(0^ + ^1), come trovammo 
al n. 530. 



XVI. Veliminazume delle variabili fra le equazioni 

lineari simultanee. 

636. Problem A 1. Date due equaxiani 17=: 0, ¥=0, Funa del- 
Vcrdme m VaUra deWcrdme n fra h variabiU x^.y, t, e i laro 
differenzialif elitninare la t 

Dae essendo, per es., le eq. e ire le variabiliypotremo rapporre 
una di tali variabili iadipendente, e le altre fanzioni di qaeata; 
la variabile iodipendente sia la x; la fuDziooe V potri contenere 

a?, y, I, dr, dy, iPy, ... iTy, di, d"l,... d^i^ 
e la F a;, y , I, dx, dy, d^y, ... <ry, dt, ifi, ... d'i; 

differenziando n volte la 17= 0, ed in volte la 7=0, 
avremo m + n + 2 equazioni, ed m + n + 1 quantity da elimi- 
narsi, cioil, A». .d***'"^ coUa eliminazione algebrica pot^emo 
adanque otteoere una equazione differenziale deH'ordiue m + n 
fra a; e y, e priva della variabile $ e de'suoi differenziali. 

637. ScoLio L In questa operazione si richiede che la variabile 
indipendente sia una di quelle che non vengono eliminate; pe- 
rocch^ se I fosse la variabile indipendente, op ed y sarebbero fan- 
zioni della t, e i difTerenziali fx, iPy, conterrebbero implicita- 
mente la L 

638. ScoLio II. In generate da m equazioni differenziali fra 
m+ 1 variabilis potremo sempre ricavare mediante Tdiminazione 
una equazione differenziale che conterr^ due variabili sole; da 
questa poi avremo una equazione finita per mezzo della Integra- 
zione. 
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639. Probisma II. Date U dm tqmximi Uneari 

MdX'hNd^-h{Pit'-hQy)dt=Vdi, 

del 1^ &rdine eflrale varidbiU x, y, t» eliminare una di eese. 

In qaeste eq., perchd sodo lineari, tuUe le Tariabili, (ranne 
qaella cbe si soppone indipendente, e le loro derifate non deb- 
booo oltrepaasare il 1° grado: i coefBcienti si sappongono fonzioni 
della L RicaTando da esse i Talori ii dx e dy^ otCerremo dae 
eqoasioni della segaente forma 

dx -h {ax -h by) dt=z Tdt , 

dy -H (a,a? •+• 6,y ) di = T^di. 

Si moltiplichi la 2* per t, e poscia si aggianga la 1', otterremo 

iteH-iW»H-[{aH-a,k)«-f-(6H-6,t)y]A=(rH-r,*)itt; 
poneodo x + kyr=:Uf9niidx + idy=:du — ydk; e qnindi 

du -h [a -+• ajt) udi 

e disponendo della fanzione arbitraria k per modo che si annulli 
il moltiplicatore di y^ avremo 

dU'^[a + a,k)udt = {T^T^k]di, (1) 

itt-h[(a-+-a,i)*-(64-6|t)]A = 0; (2) 

la (2) non contiene che ft e I; qnando adanque ci sari date di 
troTare un valore k^ == \|/| di ft che soddisfaccia ad essa, po- 
nendo qnesto galore nella (1) avremo nna eqaazione fra u e i 
del prime ordine; e qnindi per V integrazione otterremo 
tt=/jrH-c:nn altro valore ft| di ft darebbe u^zpi-^-c^; di- 
manierachd ne risolteranno le dae eqaazioni finite 

fra x^y^t contenente ciascnna nna costante arbitraria^ e dalle 
qnali potremo eliminare nna delle tre Tariabili slesse. 

640. CoROLLARio. Se i coefflcienti a^aiyftyftpfosserocostanti 
il valore di ft capace di soddisfare alia eqaazione (2) sarebbe 
Fnna o Faltra delle dae radici ft^, ft,» della eqaazione segaente 

(« 4- a,ft) ft — (* H- 6,ft) = 0, onero «,** 4- (a — i|) ft = *; 

45 
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c siccome Tintegrale deireqoazione(l), qaando si faccia 

e espresso, in virtu della formula (2] n. 576, da 

u = e'^iJe'^Sdt -f- c) , 

percid secondochd ci ?arremo del yalore ip o del yalore k^ avremo 

e queste sodo le due equazioni finite da cui potremo eliminare 
una delle tre variabili x,y^ U 

641. ScoLio. Da ci6 si raccoglie che per mezzo ddla inte- 
grazione simultanea delle equazioni date si risolve il problema 
proposto indipendentemente dalla eliminazione delle quaniita 
differenziali come indicammo al n. 635, 

642. Problema III. Dale k tre equaxumi Imeari 

MdX'^Ndy'hPdZ'h{Qx'hRy-hSz)dt=rdt, 

M^dx H- N^dy -f- P^dz -f- ( (?i« -i- Riy 4- S,z) di = F,A, 

M^dx + N^dy + P^dz -f- (Q^x + Rj/ -f- S,z) dt = F,c&, 

del 1^ ordine e fra k variaHli x, y, z, t, eUminare una di esse. 

In queste eq. tutti i coefficienti sono funzioni della sola /. 
Ricayando da esse i valori di dxy dy, dz otterremo tre equa- 
zioni ddla forma seguente 

dx-hiax -hby -f- cz) di = Tdt, 
dy -f- (a,a? + biy -+- c,«) dt = T^dtf 
dH- (a,a? -f- ftjjf 4- c,«) dt = T^dt. 

Si moltiplichi la 2* di queste equazioni per k, la 3* per A, e si 
aggiungano i due risuUati alia T; ponendo 

e per conseguenza ito + A<'y + Adk = t< — ydft — zdh^ 
ed a: = « — fty — *«, 

dipoi uguagliando a zero, fatte queste sostituzioni , i moltipli- 
catori della y e della x, avremo 
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A#-f-(a4-a,ikH-a,*)t«d< = (T-f-r,*+ J,A)A (3) 

d*-»-[(aH-a,fc4-a,*)* — (6 + 6,fc + 6,ft)]dl=z:0, (*) 

dA -H [(a H- ai* H- tf,fc).» — (cH-c,» -♦-<:,*)]* = 0; (5) 

per cai si fa manifesto che trovali i yalori di ft ed & capaci di 
soddisbre alle eqaazioni [h) (5), la (1) coDtenendo le dae sole va- 
riabili i» e I si potr& integrare , e dari u z=z e^ (Je**' Sdt + c) 
come agevolmento si Tede [o. 576 (2)]. 

6fc3. CoROLLAHio. Se i coeflScienli a^a^^a^^h^ ft, h^ saranno 
costanti , i Talori di i ed h capaci di soddisfare alle eq. (4) e (5) 
saramio costanti e dati dalle eqaazioni. 

(a 4- a,k 4- ajk) i — (6 -+• ft|k -+• h^h) = 0, 

(a -H a,ifc 4- a,A) * — (c 4- c,fc -t- c,A) = 0; 

ov Yero» facendo a 4- a^fc -4- a^A = m , (6] 

(m — 6, ) * — 6,/l = 6, (m — c,) A — Cjfc = c; 

qaesti valori sostiluiti nella (6) condarranno ad una eqaazione 
in cai la m saiiri al ?P grado; e siccome a ciascan valore di m 
ano ne corrisponde per h ed ano per A, perci6 qaando si faccia 
T4- TiA-f- TJk=S, avremo i tre aistemi di qaantiti 

i quali sostitalti in u = e^'*' (/e^^SA 4- e) integrale della (3) da- 
ranno le tre eqaazioni finite 

flP 4- A,y 4- A,« = e""~i* (S|Ac, 4- Je^i* ), 

a: 4- A,y 4- A,jg = «""•«* ( S^dic^ 4- /«•«' ) t 

« 4- A,y 4- A,« = «-•»* ( S^iU:^ 4- /«*»* ) , 

fra x^y^x^U dalle qaali eqaazioni potremo eliminare ana qaa- 
lanqae delle variabili stesse. 

644. Scouo. 11 metodo d'inlegrazione saesposto pa6 esten- 
dersi a qaalsi?oglia namero di eqaazioni lineari. 

XYII. Vintegraziane delle equazioni 
a differenze parziali. 

645. Dbfinizione. Equaxione a differenxe differenxiaH par- 
xiaU dicesi ogni eqaazione, la qaale esprima una relazione di al- 
cone o di tatte le derivate parziali d*ana fanzione, oppare una 
relazione di esse coUe yariabili da cui la funzione slessa dipende. 
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646. Sgouo. Una eq. a differenxe paniali del 1** ordine fra 
la fanzione xele ?ariabili indipendenti Xf y, sari rappresenUU da 

OTveroda F(a?,y,jK,p,g)=zO, (1) 

quando si ponga dx~^* 3v~*' ^^ 

Una equazione a differeoze parziali del 3^ ordine fra la fan- 
zione « e le Yariabili x^y^ sari rappresentata da 

«/ dz dx dPz (Tjg ^«\ ft 

^ r' *' *' S' (ty ' d? ' dxdy' dy^J ' 

ovvcro da F{Xf y, jr, p, q, r, *, I) = 0, 

quando si ponga coDgiuntamente alle (2) 

rrr— =^ 8 — — = ^ = ^ t = —=^ m 
dx* dx^ dxdy dy dx* dy* dy' ^ ' 

647. TEOimLA. VmUgrdle eompkto ^una equaxione a dif- 
ferenxiaU parziali deW ordine n dee eonienere n funzimi arbUrarie. 

Sapponiamo in prime luogo cbe z sia fanzione di doe sole 
variabili indipendenti x^y; Feqaazione a differenziali parziali 
deirordine n, cio^ 

„/ dz dTz dz iTx dFz d^z \_^ 

. , d^3i_ff dz dr-^z dz O'z d*z _^« \ 

^"* ite^-' r'*'''S'-S^' dji*'"dr'd^""i^^r 

nella qnal fanzione la derivata rispelto ad x non potri su- 
perare Tordine n— 1. Differenziando quesla fanzione avremo 

le derirale -T-;;:^ 9 ^3;;:;:^,...IeqaaIiDiedianle le saccessiye so- 

stitazioni si potranno, ridarre tatte ad essere funzioni ddle me- 

d^z 
desime variabili e delle medesime derivate di cai d fanzione -r^.. 

Ci6 posto supponendo cbe per d? = la z e le sue derivate 
parziali rispetto ad x sine all* ordine n*— >!, si caogino nelle 
quanlita T^ F|,... F^^, (le qaali saranno tatte fanzioni di y). 
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il valore di ^-ji corrispoDdente ad rr = , sar& 

^*-fl« Y Y Y ^^ ^^ ^^f !"VV 

cio^ diverri fanzione di F, F^ F,,... F^^,; fanzioni deUe me- 
desime qnantillt diferranno pore le derWate jir^ » . ,^4., » ••• 
Ci6 posto suppoDiamo che ^(a?yyyx)=:0 sia rinlegrale 
della propoata; i ralori di ^9 3r»^ » '**i£^*^i desanti da qaesta 

eq. e corriapondenti ad 4P = dovranno coiDcidere coi valori di 
F, Fj , F,, ... F.^i desuoti dalla equazione differeoziale propoata. 
Danqae svilappando il valore di x per mezzo del teorema del 
Maclaorin , Tiotegrale ricbiesto sar& neceasariameote il segaente 

«— r^-4-r ^* ^F ^'' 



«* 



e siccome le fanzioni F, Fg, Fp F,, ... F^_| rimangono indeter- 
minate per ci6 resta dimostratOy che questo integrate dee ne- 
cessariamente (XNdtenente n funzioni arbitrarie della variabile y. 

6W. ScoLio. Se le rariabili indipendenti fossero in namero 
di ft il ragionamento precedente non mnterebbe; potremmo 
sempre sapporre la Ainzione 1 aviluppata rapporto alle potenze 
della x; allora per6 le quantity F, F,, F,,... F«^| in Inogo di 
easere fanzioni arbitrarie della y aarebbero fanzioni arbitrarie 
di tatte le Tariabili da cni dipende la x tranne la x. 

649. Problema I. IrUegrare Fequaxione F(d?yy,ji»p)=:0. 

Risolvendoqaeata eqaazione rapporto a p avremo^=4>(^,y,z]; 

in qaesta eqaazione a?edy aono indipendenti; danqae integrare 
la proposta vaol dire trovare una fanzione x di a; e y la cui de* 
rivata parziale presa rispetto ad x sia p[x^y^x]. Allorqaando 
si prende qaesta derivata la y si sappone costante; danque per 
delerminare x integreremo Feqaazione 

£=:p[x,y,x), OTvero ^(^f, y, «, ^) = 0, 

nella sapposizione di y costante; cioi integreremo Feqaazione a 
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difTereoze ordinarie dz = p{x^ y , x)dXf y essendo costante; allora 
iQ laogo di aggiangere all'integrale una costante arbitraria C , 
aggiuDgeremo una funxione arbitraria della y. 

650. PaoBLEMA IL Integrare V eq. lineare -P j^ + <? ;r=^f 

JPy Qy R essendo funzioni di x^y^z. 

Si tratta di trorare reqoazione la pia generate fra x,y,x 
chesoddisfaccia alia equazione proposta. Supponiamo cbe Fcqua- 
zione incognita sia U=:f{xy y^x] = 0; a?remo 

dx'^ dzdx~ ' dy'^ dz dy ~ ' 

dz dz 
ricavando di qai i valori ^> 7~ > j~> ^ soslitaendoli nella propo- 

sla, avremo i» ^+ (? ^H- « ^= « ; (5) 

d'altra parte diffeFemiando oompleUmeote I'eq. I7=:0, si tro?a 

dV. dV, dU. . 

cosicche eliminando successivamente 7- . 5— , otterremo 

da? * dy ' 

[Pdy-Qdx)^^[Pdz-Rdx)^^=0, (6) 

{Pdy-Qdx)^+[Rdy^Qdz)^=0. (7) 

Per soddisfare a tali equazioni non d necessario determinare 
Teqaazione {7 = 0, perocchd basteri porre 

Pdy — 0(te = 0, Pdz-'Rdx = 0, Qdz — Rdy=0, (8) 

cbe i quanto dire -h = -^ = -»; la qual cosa si Tar^ ancor piu 

manifesta osservando cbe queste equazioni a differenze ordinarie 
risultano necessariamente dalle equazioni (6) e (7), perch^ do- 
vendo la l/coutenere una funzione arbitraria delle variabili x^ y, z 
i necessario cbe desse sieno soddisfatte qualunque sieno i valori 
J. dP dP dU 
dx dy ' dz' 

Ci6 posto Tediamo come dalle equazioni (8} possa rica?arsi 
una equazione finita fra a:, y, z^ Si osservi cbe sostiluendo neUa 
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equazione Pdy—Qdx=:0 il yalore di y tratto dalla Pdt^Rdx=0^ 
si tro?a una equazione del 2^ ordine fra ^» x; la quale integrata 
darA JK = \{/ (Xy a, 6} (a e ft essendo le oostanti arbitrarie], e quiudi 
dx = ^'{Xfafb)dx9 per cui Feq. Pib — Jt(fo = Oy si caogeri 
nella eq. fioita P=Ryy{Xf a, 6). Frattanto le due eq.x=^Xf a, ft), 
P=R^\x^ Gy h) gioTeraoDO a determinare il richiesto inUfr^e. 
Eliminando a e 6 troreremo Jf =a, iV=(, M ei N essendo 
fnnzioQi di x^ y, x; ti d maQifesCo che ciascuna delle due 
equazioni Jlf = a, N= b soddisfar& alia proposta, percM soddisA 
alia sua trasformata (6). Ma ad essa soddisTarii auco requazione 
M -h AiV— 27=0 , il e if essendo costanti , perchd sostituendo 
M+AN — B in luogo di u ^ forza che la trasformata e la pro- 
posta si mutino in identity, dappoicM esse si mutano in identlta 
quando in luogo di u si pone Jlf— ^ao JY-— ft. L'equazione 
if+iliV = J? non d per altro che un integrate particolare, 
giacch^ e prifo della funzione arbitraria; ora ad aveme Tin- 
tegrale completo si potrft usare il metodo seguente. 

Differenziando I'equazione M'^AN^=B^9iittmo dM-hAdN^rS^ 
queslo risaltato per altro pu6 aversi ugualmenle supponendo A 
e B variabili ciod fnnzioni di x^ y, x^ purchd i termini proye- 
nienti dalla loro variazione si annullino; or sicoome differen- 
ziando secondo siffatta ipotesi abbiamo dM-^-AdN-hNdAzzidBf 
si fede manirestamente che dovrii aversi NdA^^dB; se adunque 
si suppone che if sia una funzione arbitraria di A, J? =rf>il, 
rintegrale richiesto sar& dato dalle due equazioni 

M-i-ANzrzipA, N=<p'A. 

Fratlanto N sari funz. arbitraria di A^e viceversa A funz.di 
N; ma M=^B — AN\ dunque anco JIf sar& funz. arbitraria di N: 
per conseguenza JIf = ^iV sari F integrate completo richiesto. 

651. ScoLio I. Non 6 superfluo Tosservare che poste due delle 
tre eq. (8) la 3* consegue di necessitji ad esse. La formazione 
di queste equazioni 6 ben facile a comprendersi; esse si otten- 
gono diyidendo i differenziali (ir,dsf,d!x perP,0,Jl, ed ugua- 
gliando fra loro le tre frazioni che ne risnltano. 

653. ScoLio II. Ponendo mente al modo col quale si otten- 
gono le eq. finite If = A^ N= B d forza conchiudere che Fin- 
tegrazione d'ogni equazione lineare a differenze parziali del 1^ or- 
dine fra x^y^x, si riduce alia integrazione d*una equazione 
del 2"* ordine a differenze ordinarie. 
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EsEMPio hP-y = R. Le eqaazioni (8) si ridacono a 

(US 

dy = 0, Pdz — Rdx = 0; 

)a r delle qoali ik y = a; siochd la 2* do^ri essere iotegrata 
ndla aapposizioiie di y costante. Sia M=::b FiDtegrale di que- 
sta eqoazioiie; if = ^ sara Fintegrale della proposta. 

EsEMPio n--Paz~r(?SJ = ®>'® essendo costanti. Le 
eqaazicmi (8) si ridacono a 

Pdy — Qdx = 0, Pdz = 0; 

dalle quail si ha Py— Ox = a, x = b; duuque z=<i^[Py^Qx) 
sara i'integrale della propoata. 

EsBMPio m. P-r- + 03- =^» Pe Q essendo costanti. Le 

ax ay 

equazioni (8) si riducono a 

Pdy — Qdx = 0, Pdx—zdx = 0, Qdz-^-ydy^O. 

Secondocb6 prenderemo a int^are la I'e la 2^, o la V e la 3^^ 
la 2' e la 3% arremo 

« 9^ y X 

»=ze p{Py'-Qx],o»=e^^Py^Qx),ox» ^=5V» A 



EsBBiPio IV. a: T- -f- y j-:= «. Le eq. (8) si riducono a 

apdy— y(fa=0, reds -^ jKcte = Oy ydx — jK(fy =0; 
dunque I'integrale sarft 

EanwioV.fy — fc«)^— (a?— a»)j-=te— ny. Le eq-(8) 

saranno (a? — as) cte + (y — • bz) dy = 0, 

(te — ay) cte — (y — 6») (b = 0, 
(6« — ay) dy + («'— «)& = (>; 

eliminando js fra le due ulUme, avremo 
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Cognita z in fanzione di d? e y potremmo eliminarla dalla 1* e 
integrare I'eqaazione risaltante: meglio sari per altro moltipli- 
care la 2* per x^ la 3* per y, e qaiadi sommare; soppresso il 
fiiltore bx — ay, il risoltato sarii 

xdx -h ydy -+- jwb = 0, a?' -f- y* -4- a* = r,; 

percid Teqaazione x* -h y* -h z* = l(x -h ax -\- by) rappresenlera 
rintegrale richiesto. 

653. Problema III. Integrare Peq. Pj- -^ Qj-h Rj' = T, 

Pf Q^ R, T essendo funzumi di x^ y , z^ u. 

Sia rintegrale della proposta rappresentato dalla equazion« 
V=f[Xyy,UfZ)==0; avremo 

dV dndx_^ dU dVdz_^ ^+^*=:0- 
dx ds dx ' cly dzdy ' du dz du ' 

/?r Ak dx. 

ricavando di qui i valori di -pt j- » x ^ sostituendoli nella pro- 
posta, otterremo 

^dV ^dV ^dV ^dU ^ 

OUracci6 Teqaazione 17=0 d& 

dV, , dV, . dV, , dV. . 

eliminando t- ai trova 
dx 

[Pdy-Qdx)^^[Pdu-Rdx)^[Pdz^Tdx)^^=0; (9) 

alia quale eq. si soddisfft senza determinare Teq. 17=0 ponendo 

Pdy — Odr = 0, Pdu — Rdx = 0, Pdz—Tdx = 0, (10) 

dx dy du dz 

Cosicch^ le ire equazioni (10) a differenze ordinarie ne formano 
yeramente sei, le quali sono appunto tutte quelle che si otter- 

rebbero eliminando -p, -^ in luogo di eliminare ^;per con- 

segnenza tre qualuoque di esse (da cui derireranno sempre le 

is 
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altre), saranno bastevoli a stabilire tra le variabili x^y^z^u le 
Klazioni necesearie, acciocGM la trasformata deila proposta eio6 
equaziooe (9), e pereid la proposta mede6iina» sia soddiafalta. 

Sappooiamo frattanto che dalle eqaazioni (10) o dalle altre 
tre cbe piacesse di considerare, si abbiaiio le eqaazioni finite 
£ = a, JIf = 6, iV = c; siccome esse debbono soddisfore alia tra- 
sformata e perci6 alia proposta, ne viene che anco Teqaazione 
L + AM + BN^z C [A, By C essendo costanti arbitrarie], soddi- 
sfar^ alia trasformata, ed alia proposta medesima. Ora ad afere 
I'integrale complete^ si differenzi I'integrale particolare (i4 tro- 
vato; avremo dL -hAdM-h MdA-i-BdN-hNdB= dC; perlochd sari 
MdA + NdB = dC. Essendo it 2^ membro di qnesta eqnazione nna 
differenziale esatta tale dorri essere il I**; e perci6 sar4 necessa- 
rio che Mei N sieno funzioni di A e 17. Conseguenteraente AeB 
si dovranno riputare fanzioni di ill ed iV e la C stessa fanzionc 
essa pure di M ed AT; ora Z =: C — AM^-^BN^ diuiqiie anco £ 
dovra esser fanzione di iS ed N\ il che vaol dire che I'eq. 
£=:9(ilf,iV) sara 1* integrate ricbiesto. 

ESEMPIO. ar ^H- (^ + 11) ^-h(«-f-y) -j = ti4-y. 

Le eqaazioni simnltanee da integrarsi saranno 

a?(fa— (w-+-y)(to=:0, xdy — (« + w)«te=:0, omIh — (x 4- y) dar =0; 

dalle quail si hanno le segaeati 

xdx, — xdy — ydx -^ zdx = 0, 
xdy — ociu — udx-^ydx = 0, 
x[dz -f- dy -f- A*) — 2 (s + y + u) do; = 0; 
queste integrate ci danno 

x% — a:y=za, xy^xu=ih^ «-f-y-hu = cx'; 

dunque I'integrale richiesto 6 x -f-y+«=a:*^(a?jf— a:y,a?y — xu), 
65^. ScoLio 1. Proseguendo il medesimo ragionamento vedre- 
mo che ad ottenere T integrate deirequazione lineare 

P, Q,R,S,.,.. V essendo funzioni di XyX^y^Ufi; ec., dorremo 
formare le eqiiazioni 
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Pdz—Vdx = 0, Pdy--Qdx = Q, PdU'-Rdx = 0, e. c(ll) 

dx dy du di dx 

ovTcro p" ^ 7T """ "S* *"~ o***— — "w^* 

dalle quali STremo mediaole rintegrazione, le eqaasiooi fiDile 
K=:a,L = b,M=^CfN=d, ec; e da queste Fiolegrale com- 
pleto K = p[L^MjNy ec.)* 

E8EMPI0. ^^ + »| + ti^+/|4-...=ii*;iicaseiido 

costante. Le equazioni (11) diverranno 

xdz — nxdxzzzQ^xdy — yda:=iO, xdu — t4(te=0, a?dl— /da: =0,ec.; 

ed integrate daranno 2 = aa;"» y = te, u = ca;, / = gx, ec. ; dun- 
que I'integrale della proposta sard 

donde si raccoglie che x sarA una funzione omogenea di n di- 
mensioni delle variabili x^y^u, t, ec, e di questa guisa si ritrova 
il teorema gia dimostrato al n. 183 rispetto alle funzioni omo- 
genee. 

655. ScoLio IL Notisi che dalla eq. dz = ydx -H qdy si ricava 

<(« — jKT — qy) = — (ardp -f- ydq). 
Or 1** sc sari data l'eq,T- =^?*5J» ^'^ ^ ~ W=^» avremo 

d(« — JMP — jy) z= — (a: -i- y/*')dp; 

e perche il 1° membro ^ una differenziale esatta, tale dovr^ es- 
scre ancora il 2^, e per cons^uenza x + yP' sar& funzione di f. 

Poslo x-hyP^inFp, avremo x^px — qy-^Fp = 0; 

queste due eq. comprenderanuo Tintegrale della proposta; cio6 
r iotegrale nascera da esse mediante rdiminazione di p. Questa 
climinazione per altro in generale non potra farsi, se non dando 
dc' Talori pariicolari alia funzione Fp. 

dx dx 
2° Se sara data V eq. j- =v|/ t- , cio6 jj = \|/ y 1= Q, avremo 

d[z — px — qy] m — (y 4- xQ)dq. 
Poslo y 'rxQ'=:fq, avremo x^px"^qy-hfq = 0; 
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cosi r iotegrale della proposta, il quale si trova compreso ia 
queste due eq., si olterra eliminaDdo q da esse. 

EsEMPio L Abbiasi T eqaaziooe J99 = i , sar& P=-;e T in- 
tegrate sar^ compreso nelle dae equazioni 

a?-^, = Fp, «-px-|4-Fp = 0; 

ad oUenere an intcgrale particolare porremo Fp=c, c essendo 
costante, ed avremo 

x — \ = Of ji— pa: — ^H-c = 0; 
f P 

ed eliminando p, jt = 2\/xy — a. 

EsEVPio U. Abbiasi Feqaazione p'+9*=l; sara 

P = X/{i-p'), F=--^£-j.;eperci6 



X 



py _ 



Fp. 2 — par — yv/(l— p*)-hFp = 0. 



Ponendo Fp = Cy otterremo 

e quindiy per V climinazione di p, T integrate particolare 

EsEiiPio 111. Abbiasi Feq. g = op + b, ove a e 6 sono quan- 
tity costanti , sara JP == ap 4- 6 , F= a; 
ed ar-hay = Fp, 5 — pa: — (op + 6)y -+- Fp = 0. 

In questo caso si puo eliminare generalmente la p; percbc es- 
sendo x-h ay fnnzione di p sara viceversa p fonzionedi x-hay; 
ma jK=:p(a? + ay) — Fp-hby; dunqne z = by-hp(X'+-ay)^ 
sarft r integrate della proposta. 

656. ScoLio III. L'intcgrazione della equazione Pp-\-Qq =^9 
si semplicizzerii grandemente quando essa sar^ omogenea ri- 
spelto ad x^y^z. Perocche Tacendo x = tZty = uZf le funzioni 
P, QyR si cangeranno respcltivamenlc in F,r, (?j/*jiJ,r(n cs- 
scndo Ic dimcnsiooi di ciascun termino); laondc Ic equazroni 
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Pib — lt<te = 0, Qdx — Mdy = [(8), d. 650] , daraono 
P,& — Jl, (tdz — zdt)=0, Qydz — «, (tick — xdu) = 0, ov vero 
[P^^iR^)dz = xR,di, (12) (Q, — uRi)dx = zRidu, (13) 
e qaindi, elimiDando dr, 

(P,^tR,)du = {Qj-uR,)dt; (14) 

qaesta cqaazione del l"" ordine tra le variabili u e i integrata 
cbe sia dar& una equazione flnila ^(u, t)=za della qaale ci po- 
tremo valere per eliminare u o ^ da una delle due precedent!; di 
questa guisa ayremo un'allra equazione contenente due varia- 
bill sole, la quale integrata iark per esempio ^{Xy t) = 6. Fi- 

nalmente cangiando ^ ed u in - ed - otterremo i due integral! 

particolari tf=:a, iV=6 da'qaali risulta T integrate completo 

EsBMPio. pxz + qyz = x*. Sard 

P = tz*, Q = uz*, R = iV; P, = ^ Qi=u, «,=:/'. 
Perloch^ Tequazione (14) diverrd 

{t — ^)du = [u — u$*)di OTvero (tdu — udt){i'^t*) = 0; 

i 
la quale da fdu = tMfl; - = a. 

Dalla (12]» la quale si muta in [\^'i?)dx-=zztdty abbiamo 

zy/[\ — i') = h. 

Dimodochi avremo - = a, \/(x' — «•) = 6; 

e quindi T integrate completo ;k' — a:* = 9 \r 

657. ScoLio IV. Si osservi cbe le equazioni (1) danno 

dp = r(fe 4- sdy , dg = $dx -f- (rfy . (15) 

(Tjs dz 

658. Problema IV. Integrare FequaziMe rz^-^P dx^^^^' 

P e Q essendo funzioni di x^ y, z. 

Siccome le deri?ate parziali contennte in questa equazione 
si riferiscono alia sola x^ percid ^ manifesto cbe nella composi- 



366 IL CALGOIiO INTEGIALE 

zione di essa la y noa ^ andata soggelta ad alcuoa variaEiooe; 

cooseguentemcQte la integrazione si fari soppooendo solo la 2 e 

la X variabili; e perci6 questa sard rintegrazioDe d*una eqaa- 

zione del 2^ ordine a differeaze ordiDarie. Le costaoii da ag- 

giungersi si caDgeraoDO bensi in fanzioni arbitrarie dcUa y« 

^z dz 

EsEMPio I.T^4-i*j--hO=0,PcO essendo funz. di a; e y. 

Avremo dp-\-Ppdx + QcLr z=0; la quale, perchd y dee qui 
coQsiderarsi come oostaDle, dara (n. 585) 

iolegrando di nuovo ed aggiungendo una aecoada funzione arbi- 

traria \|/y, ayremo riotegrale ricbiesto. 

d*z 
EsBMPio II. T-, -f- (? = 0, J5 = — Jdx JQdx + x^y H- v|/y. 

d*z dx 

659. PROBLEMA V. Inlegrare requaxione j-5-hP j-~h(?=0, 

P , Q essendo funzioni di x^ y, z. 

Ragionando come sopra troveremo 

iniegraDdo di duovo cd aggiungendo una seconda funz. arbilra- 
ria \|/J?y avremo T integrate ricbiesto. 

d^z dz 

660. Problema VI. Inlegrare ^^i^-^zj"^^ gz H- ^= 0; 

M, N essendo funzioni di x ed y, 

Avremo dp -h Mpdy -+- Ndy = ; e percio 

inlegrando di nuovo rapporto ad x, dovremo aggiungere una 
funzione arbitraria \|/y. 

EsEMPio. -T^ -h iy =z: 0. zz= ^jdxjNdy -j- px -h\py . 

d^z d^z 

661. Problema VIL Integrare Peptaxione -r-; = a' ^„ dove 

a e costanie. 

La proposla puo piu brevemente scriversi cosi t-^za^r; 
laonde osser?ando che per le eq. (15) n. 657, abbiamu 
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sari dgf H- flrfp = (ar -f- ») (dr 4- ady), 

OTvero d ( J + op) = [ar -+- ») d (a? -f- ay ) ; 

daoqae dovrik ar + « essere fanzione di a? + ay , senzadiche il 2^ 
membro non potrebbe stimarsi differenziale esatta come lo 6 il 1^; 
perci6 porremo 

jfH-ap==F'(a:4-oy), ? — flj> = r{^ — «»), 

perchd a pu6 preodersi positiva e negatif a. Ricavaodo di qui i 
va]ori di p e 9, e ponendoli Delia eq. dz=pdx-hqdy, avremo 

d^=^(dx-i-ady)F'(X'hay)—^[dX'-ady)f{x — ay]; 

z=^F(x+ay)—^f[x^ay) OYYeto x=F{x-hay]'hf[X'-ay). 

662. ScoLio I. II metodo precedenle si deve al D'Alembert; 
rEolero ad otleaere il medesimo integrate introdoce ia luoga 
delle variabili x e y due Daave variabili a e /B tali che abbiasi 
0L=x -f- 6y , =x-^cy. Si ottiene allora 

dx dbida dz dfi dz dz 

dx"^ dxdx'^d^dx ""da"^5^' 

dx dxda dxd^ . (fc dz 

fz ^ffx fz dPz d^z _ , d*jK d'jK , d*x 

d?"-(E?"^^dE^"^^' ^-^ dci*"^^^dSi3"*"'^ ^•'' 

saslilaeodo quesli valori la propoaU si oaogerA nella segiMole 

(J._a')g.4-2(6c_a«,^H.(.'_««)^=0. 

Or facendo ft = a, c=:"^a, avremo 

dPz 
(x=:a?4-fly, p> = x — ay, ^-^ = 0,z=:/« + /p, (n. 660) ; 

ciod z = F{a H- ay ) 4- A^ ~ ** )• 

663. ScoLio 11. II Honge ad integrare le eqaazioni a diffe- 
renie poniall del if" ovdiae osa il metodo segoeote, il quale ^ 
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analogo al metodo di cui si raise il Lagrange per rintegraziooe 
dj quelle del 1° ordine ed esposto di sopra (n. 650 e seg.]. 

664.PROBlKMAVlII./n%.reg.^ -i-P^^Q 0+Jl=O 

PfQ,R essendo funxioni di x,y,z* 

L'equazione pu6 scriversi piu brevemente cosi 

r-\-P8-hQt-hR = 0; 
ovvero sostituendo in essa i valori di r e ^ Iratti dalle eq. (15) d.657, 

dpdy -h Qdq dx H- Rdx dy — 8{dy* — Pdxdy •+- (?&*) =0. 

Cio posto poniamo meDle alle due equazioni 
dfdy-^Qdqdx-^Rdxdy^Q, (16) dy" —Pdxdy -^Qdx^ ={y, (17) 

la (17), perch^ si caogia in ( ^ ) V P ^ + Q = 0, (18) 

dara ^ = u , = v; ti e t? essendo funzioni di x^ y,& SiccM la (16), 
ponendo dy = udx, diverra 

ttrfp-f- Qdq-hRtulx = 0; 
ovvero, in forza delle eq. (15) n. 657, 

[ur + Q8-hRu)dX'h(u8'hQt)dy = 0, (19) 

questa eq. e la dy — udx = 0, (20) 

altro non sono che due (rasformate delle equazioni (16) e (17). 
Or supponiamo che possano trovarsi due funzioni m, n tali che 

fn[(ur -h Qs -h Ru) dx -^ {us -h- Qt)dy] -h n [dy — ti4t]= 0,(21) 

sia una differenziale esaUa> e che questa differenziale provenga 
da una equazione V=a. Siccome l'equazione (21) pu6 met- 
tersi sotto la forma 

[in(ur -+• 0# + Ru) — nu] dx -f- [m[us ■+• 00 + ^]^y = ©t (22) 
avremo 

— = m(f4r-h(?«-h*M) — ntt = 0, -J =iii(uf-t-(?^)-hn=0, 

m u mQ Q 

% siccome per qoesti valori di rti ,1a proposta si cangia in ideiH 
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tita pcrcio d forza conchiadere che Tcqaazione F= a dee consi- 
derarsi come an iotegrale della proposta medesima. 

Se potremo troyare altri dae valori nipfi, come qaelli sup- 
posti di sopra m,fi, avremo nn'altro iotegrale V=b; e qaindi 
ancor Y-hAV=B;i\ qual^pure, percbd soddisfa alia eqaazione 
dF-f-ildl7=0, ovvero 

{m^H^i)[{ur-hQs-+'Ru)dx-^u8'hQt]du]--h(n 

soddisrari ancoalla proposta; d'altra parte ci6 potrebbe dimo- 
strarsi con ragionamento analogo a quello che abbiamo asato di 
sopra per provare che 7 = 6 un' integrate della proposta 
medesima. Ed ^ da notare che Teq. V-r-AVrziB dovrd consi- 
derarsi come un* integrate della proposta, ove ancbe A eB si re- 
patino ▼ariabili, purchd si annnllino i termini provenienti dalle 
variazioni di A e B; ora 

dB 
dV^AdV-hUdA^dB, dunqoe VdA = dB. eA V=^; 

il che mostra che J9 deve essere Ainzione di A; sia B=2fA\ I'in- 
tegrale richiesto sarii dato dalle dae eqaazioni 

V=zfA, V'^AU=fA\ 

ma dalla 1* di esse si vede che A ^ funzione di T, e dalla 2* che 
V OYvero fA — AV h anch*essa per consegnenza fonzionedi 17, 
dunque Vz=i\JJ\ qaesta equazione adanqoe soddisfarft alia pro- 
posta e siccome essa contiene una fanzione arbitraria ne sar& 
necessariameote un integrate primo complete. 

665. PaoBUHf A IX. /fitey. r eg. g + /» ^ + ^+il=0 ; 

Py Q^R essendo costanti. 

Le radici u,v della eqaazione (18) saranno costanti; laonde 

dalle equazioni dy^udx = 0, dy — vdx = 0, 
otterremo y — i«^=a, y — tMc = a,. 

Attenendoci alia prima, la (16) di?erra 

udp + Qdq ■+- Rudx = 0, 
che integrata d& tip + 0} -4- Rux^=zb ; 

quindi, perch^y — ux^^a^ avremo T integrate completo 

««>■+■ Og-f- jRtta:=F(y— iia:) ; (23) 

qoiyi F sta in laogo di ^. Or questa eqaazione pa6 mutarsi in 

47 
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c iDtegrarsi col metodo csposto sopra (o. 650); per cui avrcmo 
udy^Qdx = Q, udZ''F{y — ux)dX'hRuxdx=0; 

Q 

quindi wy — (?x = c, o?vero y — -^a: = c, 

ed uz — F{y — ux)'i-\Rux^=f{y — -^); 

osscrvaodo che uv = Q, risultera in floe 
}c-hlRx^ = F(y — ux)-\'f{y — ^x)=F(y—ux)^f{ff—vx). (24) 
AtteneDdoci poi aU'altra eq. y — t?x = 6, avremo Taltro in- 

(egralo primo tp H- (?jf + Rvx =f{y — ^x); (25) 

dedacendoda questo Tintegrale finito come abbiamofaito sopra, 
troveremo un risuUato identico al precedente (24). Potremmo 
pure ricavare dalle equazioni (23) (24) i valori 
_ F(y — tia;)— r(y-Tw) -.^ ^ _ ur{y—vx]'^F[y^ux] 

sostitairli Delia eq. dz=pdX'hqdy, ed integrare il risulialo; 
cid darebbe 

x^ 2F(y-tia:) /(y-^ta?) ^^ . 

u(u — «) t?{u— ^r) * 

ovvero j:= — l«a?*-HF(y— ««?)-+- /iy — t?a?), 

come abbiamo tro^ato precedeotemente (24). 
666. Problbbi A X. Integrare fequaxume 

Vdy/ <tr" dxdydxdy \dxJ dy* 

Tale equazione pa6 scriversi nel scguentc modo 

jV — 2pj5 -^pU = 0. 

AYremo perci6 P = 2^ q =r:?-^ A r= ; e qoindi le due 

equazioni (16) e (17) diveiranno 

dpdy-h-^dqdx = Of dy^-h-^dxdy + £;(te' = 0; 
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dalla 2* abbiamo [qdy -hpdx)* = ds^ = 09 ovvero z = a. Sosti- 
tueodo ncUa V ^^?— in laogo di dy^ essa si cangia in 

grfp — pdq=:0; . 

la quale integrata ik p=^qb; 

per conseguenza p = qFx sart uno degl* integrali primi della 
proposta. 

Or si mdUplichi I'eqaazione qdp -^pdq = per-,, e Tequa- 
zione qdy +pda? = per -, e si sommino i due risoltati; ayremo 

^{qdp-pdq)^pdx^^^^^^ 

e ioiegrando ^ + y =;/z; qnesto sar^ Tallro integrate primo. 

Eliminando dai due integrali trovati -, avremo 

xFz'hy=fXf 
che sar& P integrate della proposta. 



XVIIL Vintegrazione delk equazioni per mezzo 

delle serie. 

667. 1. Equazioni a diffbrbhze ohdinarib. Le formule (1) [2] 
n. 554 e 556, mentre seryono a dimostrare I'esistenza dell'inte- 
grale di qualonqae equazione differenziale tra due variabilis 
servono altresi a stabilire un metodo generate per ottenere 
r integrate delle equazioni medesime sotto forma di seric. Vero 
d cbe pochi sono i casi ne'quali possono vincersi le difficolti cbe 
s'incontrano nelta determinazione delle derivate y', y'^ y"', ec. 
c per6 talvolta ad aver queste serie si ba ricorso ai coefficient! 
indeterminati. Qui daremo esempi delFuno e delFaltro metodo. 

668. Problbma I. Integrare feq. xy" + 2y' + nxy = 0. 

Differcnziando si trova 
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apy*" 4- iy"' ■+■ njry'' -f- any' = , 



xy<"+'» 4- (m4- 1) y* + naryt*-*^ 4- (m — 1 )ny<"--*» = 0; 
faccndo ar = 0, qaeste eq. daranno 

cioe, m essendo dispari A^ = 0; 

m essendo pari ^1^ = d= — —r , 

dove ha laogo il + qaando m h divisibile per &, il — quaodo 
noQ lo ^. 

Ciu fatto la formala (1) n* 554, dara 

^ "• "* V 1.2.3 "^ 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 "^ ••*• / 

. sen. a?i/n ^ sen. x\/n 
ovvero y = A t— = ^ ^^— » 

C essendo al pari di A ana costante arbitraria. 

Siffatta funzione peraltro non racchiadendo che la sola co- 
stante arbitraria C ^ un integrate particolare. Or I'integrale com- 
pleto si otterr^ considerando C come funzione di x\ perocchd 
soslituendo il valore di y nella proposta arremo 

facendo poi -r-= C, si troveri C'= — ^ ' ; 
^ dx 8en.*a:v^n 

donde si deduce C = c^-hc^ cot x\^n, e qufndi 

c, sen, flpy/n 4- c, cos. x\/n .^^ 

**' .- 

c^, c, essendo due costanti arbitrarie. 

Facciamoci ora a integrare la medesima equazione per 

mezzo dei coeflScienti tndeterminati. Pongasi 

y=a,a?* -i-a^x 4-a,«^ -^a^x 4- 



.••« 



e supponiamo che gli esponenti a,^, r» S,... sieno scritti secondo 
Tordinc di grandezze crescenti; ayremo 
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ny = naiX^-\- na^x -+• mi, x^ h- 



• • • 



2 a— 2 P 2 Y 2 

X 



•••• 



aostitaendo qneste espressioni e qaella di y nella proposta os- 
serveremo che il minore esponente d a—- 2, e cbe il coefficiente 

del termiDe moltiplicato per x " porta a stabilire la condizione 
a(a+l)=0 caisi pa6 soddisfare ponendo a= — 1, oppurea=:0. 

1^ Sia a = — 1 ; il termine na^x^ non potendo sparire da 
per sd, do?r& ridarsi cogli altri; bisogneri adaoqae cbo a sia 
maggiore, oppare uguale a fi — 2. Se poniamo a > ^ — - 2 do- 
vremo inferirne 0[/d + l)=zO senza di che i termini mollipli- 
cati per aP^^ non potrebbero distruggersi; ci6 di /3 =0, op- 
pare /B = — 1 ; ma il valore /3 = — 1 ^ da escludersi perchi per 
ipotesi i3>a. Inoltre avremo y— 2 = a, $ — 2=2jg,ec 

I coefiBcienti daranno poi 

a,r(r + *)-^*wn = ^» a45(S-+-l)4-na,=i:0, ec. 

Dunque a = — 1, /a = 0, r = *. 5 = 2, ec. 
a^n _^ gill* a*n g,n* 

""^-^i^'^'-iMi '^-"■r25''''"rox5 

_ /I IMP nV nV \ 

*^^'Vi^Ia"^f3:33'"l.2.3.i,5.6"^->' 






a, COS. a:\/n -+- -~- sen. x\^n 
OT vero y = V-5 , 

X 

dove le qaantiti ^x e a, rimanendo indeterminate fanno ruf- 
ficio di dae costanti arbitrarie. Qnesto valore di y cangiando op- 
portanamente le costanti riesce identico a qaeUo che abbiamo 
troyato qni sopra. 

Se si facesse J3 — 2 = a ne risulterebbe 

y = 5if2L£v:2, (2) 

X 

cioe un integrale particolare. 
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S'^Sia a=:0; in questo caso non potra avers! /3'-^2<^a, 
perchS il cocfBciente di x^"^ dovrebbe esser aullo, il cbe da- 
rebbc j3(/3 + 1)= 0; assardo evideote, perch^ dovendo essere 
^^» noQ pu6 ^ essere =0 nS = — 1. Avremo dunque 
)3 — 2 = a, e qaindi r — 2 = jS, ec. Gonsegaentemeote 

» = 0, ^=2, y = 4, ec «. = - j^g. «3 = i:|fes. ec. 

~ sen. xyn 
equindi » = 1-2 ; (3) 

X 

inlegrale parlicolare. Aggiungendo questo integrate all'altro (2) 
trovato sopra, otterrcmo T inlegrale completo (1). 

669. PROBLBBIA 11. Integrare Vequaxume y' + ory = 0. 

Pongasi y = a^x +0,* 4-a,a? -hOgSc ■+-...• 
sostitnendo questa espressione nella proposta, avremo 

= a^j«(a — l)a; -h a,(a -H l)aa? -f- a,(a + 2) (a + 1 ]a: 

4- [a3(a -4- 3)(« -f2)-HaJa;* "*" *+ [a^ (« -1-4) (* -f-3)-4-a|]a;* "^ V- 

ora c manifesto che i primi due termini di qaesta eq. si rende- 
ranno nulli supponendo a == 0, e lasciando indeterminate le co- 
stanti a^iOi. 11 terzo termine si annuUer^ sapponendo a, =0. 
Rispetto a'termini sassegaenti d manifesto che essi direrranno 
nalli determinando convenientemente i coeiBcienti 0,904,0^, ec. 
valendosi dei tre primi. I valori di qaesti coefficient! saranno 
dati dalle equazioni segoenti 

""^'~23' ^*~"3:4' "^'""O* "^•-£6' '^'^ej' "^•-t:?' ^' 

dalle qaali ricavasi 

c per conseguenza riralta 
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_ / . a?* _o^ X* \ 

» - «o 1^ 1 — 25 "^ 2.3.5.6 2.3.5.6.8.9 "^ * ' ' 7 

"^ ^' I. ^ "" 3.4 "^ 14.6.7 ~ 3.4.6.7.9.10 "*" *••' 

nella quale espressione Oo ed aj sono le dae costanli arbitrarie. 

670. ScoLio. L'inlegrazione della eqaazione generate linearo 
del 2° ordine y^' + Py'-*- (?y = X, nella quale P^Q^X sono 
funzioni di ar, dipende come sappiamo (n. 627) dalla integrazione 
della eqoazione lineare y" + Py'+ Qy=zO. Sia y = z un* inte- 
grate particolare di qaesta equazione; e fatto y = uz facciamoci 
a delerminare u per modo che y = uz diventi un' integrate della 
eqoazione y 4- Pj' -H Oy = X. 

A tale uopo si oaservi che 

ragione per cui I'eq. snddetta si cangia in 

!!(«"-+- P«'+ Qz) -h 2u'«' H- Pxuf H- ztf' = X; 
ma «"-hPj5'4-0«zO, dunque 

2ut3^ -h Pzu' -h zul' = X. 
Or ad integrare questa eq. si Taccia du = tdx cio^ ti'=l, t4^'= -^ ; 

avremo d/4- ('^-j^j ^= -*p; 

la quale essendo una equazione lineare del 1° ordine tra lo 
variabili t ed x^ percbi ji d funzione della a;, si integrcrik agc- 
volmente e dara in virtu della formula (2) n. 576, 

-jPdx p ,JP(te^^ 1 
Ed essendo ti=:c + /ldar9Sf = ta=cx + x/^d2ry avremo 

y=cz'^zj p L^,H-/e-' XscfctJ; (4) 

questo sar& Tintegrale completo della equazione y"+Py'+ Qy=X, 
uel quale non d ignoto cbe jr. Or mostreremo come ;S| cioe un 
integrate particolare della equazione y" + Py' + Oy = 0, possa 
in molti cast ayersi espresso in serie. 
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A tale uopo prendiamo a provare che Teq. y'' -+• Py*-h Qy=0 
pud sempre mettersi sotlo la forma y'' + iVy = 0, i^T essendo faa- 
zione di x. Facciasi 

I'eqaazione y" -+- Py' + (?y = 0, prendera la forma 

ora Mf sin qai indelerminata, potr& delerminarsi per modo da 
arere 2ilf+Pilf=0; aUora sari M^=e '-' ; iaoltreaTremo 

clod una eqaazione della forma y'' + i^y = 0. Questa eqoaziooe 
adanqae d d*aopo prendere in ispeciale considerazione percbd 
da essa dipende I'integrazione dell'equazione lineare generate 
del 2^ ordine y[' + Py'-h Qy = X. Gi4 abbiamo assegnato I'inte- 
grale di essa nel caso di N=x; or supporremo ]!f=:ax\ 
671. Problema III. Integrare Veq. y' -4- aa:*y = 0. 

Poniamo y = 4x* + Bx"^' + Ca?'**' + Daf-*-"^ + ..„; (5) 

avremo y"=:/(i— l)ila?*-*4-(f-hp)(/+p — l)ira:*+'-« 

+(i+2p)(/+2p— 1) Ca:'^'-*4-(Z-h3p)(f-ha!p-.l)Da^+^«^.. 

uguagliando la somma di questi due risnUall a zero si Tedri non 
esser possibile di far corrispondere il termine l[l — i]Aa^''^ al 
termiDe Aoih"^y considerando come uguali le due potenze 0}"*^ 
a?*+*, percbd allora avremmo I — 2 = i -f-m ov?ero m = — 2; 
siccbi trance il caso di fn= — ^2, i termini snddetli i(l — i] Ax^"^^ 
Ax^**"^ non polrebbero riunirsi in uno solo. Laonde per prov- 
vedere anco ai casi in cui m abbia tutfaltro valore faremo spa- 
rire il primo termine l{l — Ijilo:*'"' uguagliando a zero ilsuo 
coefBciente; or ci6» lasciando indeterminata la A » pn6 ottenersi 
in due modi» e facendo 27=0, e facendo 1=1. Allora per deter- 
minareppotremouguagliareresponente del 2^ termine di y"col- 
I'esponente del 1° termine di ax'^y il che equi?ale ad nguagliare 
il 3*" col 2^, il 4"" al 3^, ec; di questa guisa si ottiene 

i-f-p— 2=:I-hm, /-f-2p— 2=/4-in-f-p, f-f-3p— 2=/-f-mH-2p, ec. 
ciascuna delle quali equazioni d& p = m + 2; cciicchi avremo 



IL CiaCOLO INTBGKALB 3T7 

[ ( J + im- 2 ) ( / -+- m + 1 )i? -t- ail]***" 
[{/-t-2m-t-4)(/ + 2m-f.3)C+«*]«'*'"+* 
•+■[(/ + 3 m -t- 6)(l + 3 «n- 5)1> -+- aC]«^»-** -1- . . . . = 0. 
I'per { = 0, sari 
[{m H- 2) (m + 1)* -h aA]x' -+- [(2m + 4) (2» -f- 3)C-<-o«]x«-*' 

+ [{3m -J- 6)(3m + 5)D -+• aqa?^** +...= 0. 
2* per 1=1, Mtk 

[{m -h 3)(m+2) B ■+■ a4]x"*' + [(2m4- 5)(2im-4)C4-a*]x«"-^ 
+ [(3m + 7)(3m-t-6)Z)-+- aC]«»-*' + ...= 0. 
Nel i' caso aTremo adanqoe 

(m + 2)(mH-l)lf + (U = 0, 
{2m + *)(2m + 3)C -H a* = , 
{3m + «){3m -H 5)D -H oC = , 



* = - "^ 



C = — 



(m + 2){mH-l)' 



(2m + 4](am + 3) {m+l){m+2)(2m+3)(2m+4] ' 

oC _ 

'^~~(8m-+-«)(3m + 5)~ 

o»A 

{m4-l)(m + S)(2m-+-3)(2m + 4){8m4-6)(3m-i-6j* 



qaindi soslituendo qaesti valori Delia serie (2) e faceodo ndio 
stesso tempo I=:0,p = m + 2, oUerremo 






(m+l}(m+2) "^{m+l){m4-2)(9m+3)(am-i-4) 



{m + l]{m + 2)(2m + 3;(2m + 4}(3m + 5)(3m+6) 

48 



... (6) 



378 IL GALCOLO INTE6RALK 

Ncl 2* caso poi, avremo 

(m -h 3)(m 4- 2) 5 H- ail = 0, 
(Sill 4- 5)(2m 4- *) C -h aJ? = , 
(3m + 7)(3m -f. 6) D + aC = , 



• • • • 



«_ g^ 

"" (m-h3)(fin-2)' 

.,__ gg a^A 

"" ^2m 4-5) (2m -4-4) ~" (m4'2)(m4-3)(2m-f-*)(2m4-5) ' 



(3m4-7)(3m-h6) 

aU 

(m4-2)(m4-3)(2m4-4)(2m4-9)(3m4-6)(3m4-7)' 



quiodi sostituendo qaesU valori nella serie (2) e faoendo ndlo 
\ stesso tempo { = l,p = m4-2, otterremo 

*~" '^ (m4-2)(m4-3)"'" (m4-8)(m+3)(2m4-4)(2m4-5) 



(m 4- 2)(m 4- 3)(2m -f- 4)(2m 4- 5)(3m 4- 6)(3m -h 7) ^ ' 

Le espressioni (6) e (7) noQ sooo che integral! partiooUri 
della proposta perchd contengono una sola costante arbifraria; 
ma scrivendo nella seconda A^ invece di A come abbiamo fatto 
e sommando (n. 620) , avremo Tiotegrale completo della pro- 
posta. Sieno pertanto A, Bf C,... i coefficient! della (2), A^f B^y C|,... 
quelli della (3), V integrale completo sari 

y==A4-ii,a?4-*a?•*•»-^J?,a?•^4-C«•-+*+C,a:••^4-Zte•*^ (8) 

I divisor! della serie (6) sono tntti compresi nelle formate tm 4- 2t\ 
im 4- 2t — 1 ; i divisor! della serie (7] sono tatti compresi nelle for- 
mnle tm 4- 2i, tm 4- 2t + 1 : essendo t un nnmero intero qaalan- 
qne. Digaisachd qaando si avesse tm 4- 2t = ov vero m = — 2, i 
term!ni d! ambedue le serie risnlterebbero ugaali airinfinito, e 
qnind! le serie medesime riuscirebbero inatfli e illasorie. Qaando 

si avesse tm 4- 2t — 1 ovvero m + 2 = t , riascirebbe illasoria 
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la (6), e si avrebbe nn integrate particolare nella (7}. Qaando si 
avesse in fine tf»n-2t-f.l = o?vcro m4-2=:— t, riusci- 

rebbe illosoria la (7), e si avrebbe un integrate particolare nella (6). 

Or se la serie (8) non serve in questi di? ersi cast all' og- 
getto nostro d d*aopo vedere come vi si possa soddisfare per 
altra via. 

1^ Snpponiamo in primo laogo che ambedae le scrie diven- 
gano illosorie, cio^ che abbiasi m=^ — ^2. Allora I'eq. yf'-Htx^y=zO 

diverr& ^ -+- -^=0. Facendo y=a:" si ha n(fi— l)ar*"""-hax*~*=:0 

ovvero n' — n4-o=:0, edn=:{=fc: \/({ — a) ; e percb6 la forma 
deirintegrale completo sappiamo essere la somma dei due integral! 

particolari;dunqaeavendo6i y = x^~^^(« ^^y=:a?' ^v d-^)^ 
rint^ale completo sarji (n. 623) 

y = ca:f-M/({~«)H_c.a.J-V({-«). 

2** Snpponiamo che nna sola delle dne serie (6) (7) divenga 

illusoria, che abbiasi ciod m+2=:=b-:, Sia 7 la serie rimanente; 

• 

8ar& T nn integrate particolare delta eq. f/* + ax'^y = 0. Or co- 

noscendosi on integrate particolare, potr& agevolmente aversene 

rintegrale completo per mezzo delta (4) n. 670, facendo in essa 

jP = 0, = oa?*, « = r, X= 0; il risultato sarA 

y = cT^c,T]^. 

Vero 6 che qnando T avesse forma di serie malagevolmente 
si dedurrebbe da qnesta formula il valore diy; cio^ bisognerebbe 
svilappare in serie I'integrale in essa contenuto. Percid I'Eulero 
trasforma Teq. proposta ponendo y=p-+'q\x; dalla qual condi- 
zione si ha 

dy = dp -hdqAx-h— , 
-A ji ji 1 dgdx dqdx qdx^ 

9 r ^ X X X^ 

per cui la proposta diventa 

uguagliando a zero il binomio che moltiptica lor, avremo 



380 IL CALCOLO INTBGRALB 

g + «x"3=0.{9) g4-«a.-p+^-^. = 0; (10) 

or la (9) si veriGcher^ sabitocU q sari an integrale delta proposta; 
duoque qaando q rappresenti qaella delle due serie saddette cbe 
rimane, sostitoendo qaesto yalore nella (10) trarremo da essa il 
valore di p espresso in serie. 

E SEHPio. T-^ -h -?i = 0. Qui m = — 1. Ora m = — 1 6 date 

OX X 

dalla formula m + 2 = - quando si pone t = l; dunqoe in tal 
caso la serie utile sari la (7); per cui facendo yz=p^q\x^ sara 

'— -*H*""2^ ^2^3 2^3^4^ +•— y; 

p sari dato dalla (10) la quale diventa nel caso attuale 



^P^ 



cte* ^^ xdx X 
Facciasi p = A -+- fia? -h Cx' -f- Dx* + Bx* -h f x* + ... 

avremo ^^ = «H-aCa: -4- 3Da?*H-4J?x'-f-6f «* + .,. 
ox 

^ = aC -h ODa: 4- 12ffx« -h 20Fa:» 



... • 



a? a? 

2dj . /2 ^ a* a* , «* i 

^ = A,(--2aH-^x-— x«4-g;3r4ia:' + ... 

9 ^ A f * ^ ^* g' t g* I \ 

~5?~'*'V""x"^2~?:3^"^2\3«5^""2».3*.**.i*'^'*V 

sostituendo queste quattro ultimo serie nella (11), e ugaagliando 
ciascun coeflBciente a zero sari, 



coeff. dell'a?"* Aa-hiAj-^Ai =0, 

coeff. deU'a?'* 2C + giB + 2gi,-+-^ = 0, 

z 

coeff. dell'*' 6D + aC-+-^ —^=0, 



1 
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coeff.dellV 12E+ aZ>-^ + ^^ = 0, 
coeff-ddlV 20F+aE + ^.-.5j^^ = 0, 



2^.4« 2*.3*.4«.5 



... , A, ^ 3aA, oB 

quindi avremo A = — -^^ ~2* """a* 

2*.3« 2.3' 2».3'.4»""a5' 

9a'A, AE 



F = — 



2«.3«.V.5« 4.6 ' 



ne'quali Talori la quantitii B resla iDdeterminata. Prendendo 
adonquo per A^ C, D^ ec. i valori che dalle eqaazioni saddette 
risalUmo avremo 

y:=zA-hBX'hCx*-h Dx^-\-^.,'\- A^ ( x —s^+STo **—•••) 

il quale integrale ^ Gompleto» perchd contieDe due oostanti arbitra- 
rieiliel^. 

672. ScoLio. AU'eq. y"4-aa:*y = si pa6 dare aUra forma 
molto piu Tantaggiosa per lo s?ilappo in serie; infatti si faccia 

e la proposta diyerr& gn ^^^ 5i"^*5^ -+• ap* •+■ okc* £= 0; (12) 

e siccome possiamo disporre della fbnzione p a ptacer nostro, 

s 
porremo p* -f. a«* = 0, cio6 p=a? \/-i^, 

^ 2a? » y— g 

donderisQlta »=«V^-*^*' **^ = w"^'^ + 2 . 

dimodocb^i face&do per bre?iti -^ = n, e v/~ « = (» aara 
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La fuQzione ;; sara poi data dalla eqaazione 
la quale ponendop = te*,T^ = n6a?*"*, diventa 
Cid fatto poDgasi 

Tatte queste sostituzioni Delia equazione (13) vedremo che i dae 
termini ^lAx^'*'*'^^ynbAx^''~^ non possono sommarsi col (er- 
mine l({— i)Aa:^* perch^ allora dovremmo fare { + n — 1 = / — 2 
o??ero n = — 1, ed assegnare in tal gaisa un valore ad n. Qaei 
due termini adanqae si porranno insieme senza iinir?ene altri , e 
perci6 ugaagliando a zero il coeiBciente della loro somma avremo 

2i + n = ed / = — ^; 
e per determinar p, verra poi I'eqoazione 

I — 2 = /-f-p4-n — 1, che d4 p=: — n — 1. 
Allora la serie esprimente il valore di x sari 

z=zAx H-jBa? -4- Crc -hDx h-.... 

e per determinare i ooeff. ayremo le equazioni 

(|_l)U4-26(l-hp)*4-n6* = 0, 

(I-hp — l)(J-f.p)* + 26{/-f.ip)C-hn6C = 0, 

(/ + 2p — l)(I + 2p)CH-26(J-+-8p)Z)-hnH> = 0, 



dalle quali si ha 
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2(/ + p)-hn"' 4.2(11+1)' 

,^_ — (l + p — l)(f+p]^ _ (3n-f-2)(3n4-t)g 
^^— 2(/-f.2p) + n ~ 4.4(n-f.l) 

^n_ — (f-H2 p — l)(/-4-^)C _ (8nH-4)(8n-4-6)C 
'^^"' 2(J + 3py+n "" *.6{fi + l) 

e per consegucnza 

n(n + 2)il 
^~ 4.2(n + l)6' 

^_ n(n4-2)(3n>+-2)(3nH-4)A 
^"^ 4«.2.4 (n-M)W 

n(n 4- 2)(3n + 2)(3n 4- 4)(5 n -f 4)(5ii + 6)A 

4V2.4.6lfH-l)»6» * 

^ _ n(ii4-2)(3fi+2)(3n44)(SfH-4)(SyH-6)(7fi-f.6)(7tt4-8)A 

4*.2.4.6.8(n+l)»6* 

dunqae avremo 



4».2.4.6(in-l)»6« 



- •a-4 



n(n-f-2)(3nH-2))(3ti-t-4)(gn-4-4)(giM-6)('yn-4-6)(7n-f^)it t 

4*.2.4,6.8 (n -h 2j*fe« 



qnesta serie non contiene altra indeterminata che la A; percid 
esprime uo iQtegrale particolare della proposta. L'integrale com- 
pleto potra a?ersi nel seguente modo. 

I termini 2°, 4^, &*, ..-della serie snddetta contenentl potenze 
dispari di b si moltiplichino Del numeratore e nel denominatore 
per b; tutti i denominatori conterranno allora 6 con esponente pari. 
S'indichi con AM la somma di tutti i termini in posto dispari 
della serie, con ANb la somma di tutti i termini in posto pari; 
la serie stessa potri allora rappresentarsi cost A(M-hNb).Mdi 



,_ ,^-t . nfn-h2M ^" r-' . n(ti-H2)(3n>^2)(3n-t-4)J ^- V -' ! 

*--*'^ ■**4.2(n^2)6* '^ 4«.2.4(n-*.l)W "" \ 

I 

I 
n(n-H2)(3nH-2 (3n-f-4)(gw-H4 )(5nH-6)il -li-s 



384 IL GiOCOLO 1NTE6RALE 

siccome b ovvero \/ — a pQ6 arere tanto il s^no + che il se- 
gno — , perci6 sostitueodo — ( a 6 (il che noo indarrd nessan 
cambiamento in JIf e in iV) a?remo A{M — Nb) che sarji an altro 
yalore di z; e in esso potremo matare rindeterminata A (la 
quale d capace di preoder qaalanqae valore) in Ai, Dimaniera- 
ch^ avremo 

z = A{M-hNb), z = Aj{]ll—Nb) 

ed y = Ae^-^^{M'^Nb), y = A,e ** + * (3f-iV6); 
per conseguenza I'integrale completo della proposta sara 

y = Ae^'^^{M'hNb)+A^e ♦» + * (Af— 2Vi); ovvero 

fta?*-*-* te"-*-* te"-*-* te*-*-* 

y=M{Ae^'^^-hA,e ^'^^)-hNb(Ae^'^^—Aje ♦*^^-^).(14) 

Qoesto integrale avri una forma reale se a nella proposta sara 
negativa, nel qual caso avremo ( = \/a, ed 

se a sari positiva avremo 6 = \/ — a = \/a \/ — 1 e T integrale 
suddetto riuscira immaginario; ponendo 

sari J, = M{A.^ - *•*"*' + ^. " ^V^ - *'*"*') 

i^v/V-ii^A' -*••'**- A. -^v/-i^*') (15) 

Or dalla formula e ^ == cos at =fc V — 1 sen a , si ha 

^e^-~ *•*""*■' = A cos ^a;"*' + ^Z— 1.4 sen j3«"+S 
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4aDqae sostituendo, a?reino 

y = [(1 4" A, ) JH 4- (A — il,) iVv/^^1 V/a] cos jSa?*^ * 



t Tacendo A -h JL, = C, ( A -f- A J \/ — 1 = C, , risnlterft in fine 
r esprassione segneDte 

3f==(CJf4-C,iV«)co8^^4-(C^-6Wv/a)8en'^^ (16) 

ove C 6 C| SODO dae costanli arbitrarie. 

Bisogna per altro osservare certi casi oei qoali il valore di x si 
ridace ad no namero finito di termini. Ciascan fattore dei na- 
meratori dei termini di z (tranne n) 6 an binomio di cni il se- 
condo termine ^ sempre pari ed ogoale al coefficionte del primo 
accrescinto o diminnito deirunit&; dnnqae tntti quei Tattori si 
Iroveranno €ompre8i nella formula (2irbi)fi+i^ 

2t 

Ci6 postosesiayesse(2i=bi)n-r-2t==:0, ossia n=>— ^^ . ^ 

la serie saddetta in quel termine o?e qnesta condirione si veri- 
licasse avrebbe fine; perocch^ il termine medesimo, e tatti i 
termini sussegaenti risnlterebbero nuUi; perci6 ognl qnal Tolta 

avremo m = — ^ sari possibile avere an integrate parti- 

oolare della proposta, dal ^aale potremo poi dedarre Tintegrale 

completo, I'ano e r altro espressi in formate finite. 

hi 
La condlzione m = — ^.. ^ i quella stessa che esprimeva 

il crilerio d' integrabilita della eq. del Riccati (n. 578); e difaUi 

la proposta direrri -£H-.p'-f-«r*=0 OFvero i^p*iia?=— oa^ite 

cbe appnnto i la forma della eqaazione contemplata al n. 578. 
Reciprocamente da qaesta poUremo risalire alia prima 

ponendo in Inogo di p il suo valore -^. Admque fra la proposta 

e I'eq. del Riccati esiste tal legame, che rintegracioiie dell' ana 
condace a qoella dell'altra. lo qoalanqae caso, o?e Tana s*in- 
tegri, TaUra poCri pare integrarsi. 
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EsEMPio. ^1+ ayx"^ = 0. L'esponente — $ ^ oompreso ndla 

formula m = — q. . , perch^ si ricava da essa Tacendo i=2; 

donqae la serie che esprime x deve necessariamente amtCarti; 
e perchd n = | m = — |, ovyero 3fi + ^ = 0, la aerie anddelta 
coaterri solo il primo e il seooodo termine , ciod a?remo 

'=^ -^ i-atn-i-llft "^ ' OTveroa:=.lx* + 5j,x; 
oqoindi ilJlf=ilAr', il2V6=.^; 

CI06 lf=:rB, nr=-.=:-g^, «-+-* = -r' 

danque se a sarA nella proposia posiUra rJotegrale dato dalla 
formula (16) verrk cosl espresso 

se poi a sari negatiTa ci varremo dell* altra formula posta sopra, 
e propria di questo caso, percui rintegrale sarA 

» f s s 

1/ . — 3a? A/a . J Sop va\ « /^ — 2a? i/a . Sr \/a\ 
= x\Ae ^ H-i4,e ^ j+ _^(^Ae ^ — ^,e ^ j 

dy 
PoDgasi P=-^ ; P rappresenteri come abbiamo avveriito di 

soprSy rintegrale della eq. dp -h p^dx -^ aac <(te = 0. 

673. II. Equazioni a DiFFBaBiizE PARzuu. La formula (4) 
o. 647, giova a stabilire un metodo generale per oltenero rinte- 
grale delle equazioui a differenze parziali sotto forma di serie. 
Gravi in vero sono le diflBcoltA che talvolta si presentano nel 
calcolo, c questa si 6 la ragione per cui in molti casi si prefe- 
risce ricorrere al metodo dei coefficient! indeterminati. Noi da- 
remo esempi di ambedue i modi. 

674. PaoBLBiiA I. Inkgrare Pequarione t~ = ^ ?-• 
DiiTerenziando rapporto ad x, la proposta ci ik 
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^z _ ^x _ dx _ , dPjK 
cte* dp^dy dy dy* ' 

d*z 



eosi lo sviloppo «= r+ ^i j ^- ^t /j"4- •••• [o. 647 (*)] (dora 

r, F, , F, y . . . esprimono i valori che acquistano la faDfioiie x a 
le sue saccessiye dmvate prese rapporio ad x per « =0), dari 

_ y dTM JPTafa^ 
^~^^ dy 1 "*" <^* T2 "^- • 

» 

i1 quale Don ^ altro che lo sviloppo della faniioiie arbitraria 
^(y + oo;]; e ci6 pu6 verificarsi per mezzo della aerie del 
Taylor considerando ^[y+ax) come lo stato variato d'una fan- 
zione9y=7 corriapoodente all'accrescimeDto oo; attribuito ad y. 
Gonsegaentemeale x = f>(y 4- ax) BtLtk Tinlegrale della propoala. 

675. Problbba If. Integrare fequaxione j^ = <>*j-i- 

Differenziando rapporio ad x, la proposta ci ik 

^ dx 

dfx , ^x ^ , dx 

db? — ^ d^*^^ '^•^ 

d^x _ , d^x _ , dog* __*<''* 
5?~^ ite»dy«-* ~^""^' 



e siccome la proposta lascia arbitraria le fanzioni F ad Fp pa- 
nendo F=:f>y, F| = \|;y, ayromo 

T, = aYy. F, = aVy, F4 = aV^y, F. = a*4''>, ... 
ciod F^=aV*^»y»4.i = «*^*"*»» *» esseodo pari; e qaindi 

» = w + +» f -+- «Vy o ■+- ^'^'» iis"^ ^*^''y risj -+- *'*"* r&s ^- • 



388 It CALGOLO IHTSGEALE 



•X „ aV . « aV 



ma ^y-f.aa-) = (|>yH-9'y — -|-<j>"y-^-h<j>'"yj^ + 



ax .„ a 



V .,.. ^co' 



^y^ax) = ^ — ^'y^J'hVyJ^—Vy^^^ 

dunque sommando e eambiaodo 4>y + ^ in 9y e4 a<t>y — av|/'jf 
in y\fy oUerremo I'eq. z = p{y '+-ax)'h v^a — aa?) ; questo 6 Vin- 
legrale ddla proposta identico a qaello che trovammo al n. 661. 

^£ ^Jt^ ipT 

676. PROBLEMA HI. huttgrart Feq. ^i "^^ T"« + T"i = ® • 

Volendo nsare ad integrare qaeste eq. il met«lb dei coef- 
Sciefiti indeternriiftati, porremo z agaale ad una serie ordinata 
secondo le potenze di ooa delle tre Tariabili x^y^u; per esem- 
pio u; i ceeflBcienti incogniti dovranno allora essere fanzioni di x 
e y; ricaveremo da essa i valori delle deri?ale parziali di c e li 
sostitniremo nella proposla ; qnindi ugaaglieremo separatamente 
a zero le qaantitd che moltiplicano le diverse potenze della Ya* 
riabile rispetto a cui i atata ordinata la serie. Sia 



• • • 



AfAifA^tA^f... essendo tuUe fanzioni Ai x ey da determinarsL 
Sostitaendo nella proposta i valcuri di ^, j-j, j-,t aTremo 



(<PA, ^ <P.4, 



3 



.kA, )«*-+-. . . . = 



uguagliando a zero i coefficienti di «*, tt*, w*, ec. aTramy 

' ~ 3.4V <ia!' ^ rfy» / ~i3^k\ da^ '^ dx'dy*'*"Sy^r 



e quindi 






g-t-... 
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^mlla qual seric si contengono due fuDzioni arbitrarie A^, J,. 
6T7. Problema IV. Integrare Pequaxione r^ = j-. 

Pongasi z = F-t- Y^x -+- Y^x* -f- r,ar* 4- . . . . 

F, Fj, F,,... essendo tutte funziQiii di y; afremo 

or dYx^ dY, X- d'F x^ d'F, x' 
— ^ *1^ rfy 1.2 ^ <fy 15,3 -t- rfyi 1.2.3,4 -»" d^i l.2.8.W^ 

dove F, Fj, aaranao doe funziooi arbitrarie della y*. 

Se ad avere Tiategrale ordioato secondo le poleoze di y ai 

poDesae « = XHr X^y 4- J,y' 4- Jjy' 4- 

X, Jp Jj' -^3' '•• essendo tutte funzioni di rr, otterremnio 

■^(trM*^ iS? 1.2 "^dS? 1.2.3^ 



dove X rappreseuta una fuDziooe arbitrarie della x. 

67& ScoLio. !fe da uotare cbe queato integrale cODtieiie um 
sola Tunzioae arbitrarie mentre il precedeute ne eoutieoe due. 
Cid ha luogo allorquaodo la propoi ta bod comprende tutte le de- 
rivate deH'ordine piu elevato rapporto ad ogoi variabile, peroccbd 
ndla serie ordioata secondo le poteuze della variabile rispetto a 
ctti sono state fatte meoo differenziazioui minore si 6 tt awBoro 
del termiai cbe rimangouo iDdetenninati e parcl6 arbitrarj. Del 
resto sarebbe facile il mostrare cbe il primo sviluppo ptt6 tra- 
sformarsi nd secondo. 



XIX. Le funzioni arbitrarie. 

679. DBTBamiiAzioifB uoxb FumioHi AiBiTHAan. Le Ibii- 
zioiii arbitrarie cbe entrauo pegli integrali deUe equaiioDi a 
dilfereiiie parziali posaono determinarsi qnuido la AmfioM s 
prende una forma particolare e si assegna inoltre il legaiM fra 
le Tariabili da coi esaa dipeude. I segueuti esempi baateraaDo a 
iDoetraroconieaiddiba procedere ael cakolo; le applicaxioiii poi 
iMstreraulo 1' oggetto cbe questa operazione ba in mira. 

E»HPio I. Essendo data Vei(* ^^-^ = f> (-^-) rapprc- 



1 
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seQtante rinlegrale deli'eqQazione « — c=p(a? — a)-f-g(y— ftj, 
determioare la fanzione p per modo che sia 2= ed a;* + y* = r*. 

Facciasi ~ =zt; dalle ire eqaazioni 



X — a 



= t, z=:0, ir*H.y'=r\ 



ricaYeremo i yalori di ar,y,je id fanziooe di t^ e li sostitairemo 
Delia eqaazioae^^-^^^=^l; di questa gaisa verremo a delermi- 
oara la f> GbereotemeDle alle condizioni imposte. Pertaoto sara 



^^- i ^n^z^H ^(?=^) 

e TiDlegrale dato diverrft [cy — 6z)*-H(a« — c«)*=r*(* — c)'. 

EsEicpio II. Esseodo data I'eq. 1 = MpT^ dove M eV np- 
preseoUDO doe Fudz. date 10 d;,y, je, determioare la fooz. p per 
modo che pooeodo F(x, y» je) = abbiasi f[x^y^z)=::0; desH 
goaodo F ed ^ due fonziooi Dote. 

Facciaai V=t; avremo le tre eqoazioDi 

r=t, F(x,y,z) = 0, f[x,y,z) = 0; 

delte qoali ci varremo per determioare i valori di d;,y, jk in Ain- 
zioae'di I; sostitoeodo qoeati valori oella eqoaziooe i=Mpi9 

M 81 caogera io ooa funziooe 6 di I ed avremo pi =-7 ; la foDzio- 

oe p sari per consegaeoza determioata. 

680. ELIMUIAZIOffB DELLE FUNZIONI ARBITRARDS. I. QoaodO OOa 

eqoaziooe a tre variabili x^y^z racchiode m fooziooi arbitrarie 
di X solo, ad elimioare qoesle fooziooi basteri differeoziare Teqoa* 
zione m volte rapporto ad y coDsideraodo x come costaote 
perocchft io tal goisa si avraooo m + i eqaazioni conteoeoti le m 
fooziooi da elimioarsi. L'eqaazioDe fioale sari ooa eqoaziooe a 
differeoze parziali dell'm"^ ordioe. 

681. IL Qoaodo per6 le foozioni arbitrarie cooterraooo x^ y, s 
000 basteri differeoziare rapporto ad ooa variabile sola; ed ac* 
ciocchft Telimioazione delle foozioni possa farsi sari d'oopo cbe 
esse sieoo fooziooi arbitrarie di fooziooi determioate di x^ y, z^ 
Abbiasi Teqaaziooe F[x^ y , js, /%} = , 
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essendo t=zp[x^y^x) ciod una fanzione delertninata di x,y^z. 
DiflcreDziando TequazioDe rapporlo ad a; e 2^ , posto ft=:u^ a?reroo 

dF dFdz ^fdu/dtd^^\__^ 
dai'^ dzdx'^'SRldt [dx'^dzdxJ^ ' 

dF dFdx ^*f(^ **\ — A 
dy'^dzdy '^ dudt Kdy'^ dzdy)~ 

ElimiDando da qoeste equazioni coDgiuote alia proposta u 

6 ^ il risalUlo coaterr4 le derivate^,^, sari cio6 uoa equa- 

ztone a differeoze paniali del 1^ ordine oella quale non si vedr* 
alcan vestigio della funzione u: vuolsi per6 che / sia ana fanzione 

delerminata e nota di d?,y, e jc acciocchd ^ t" ® T~ ^ possano 

sostilaire i loro valori. 

EsEMPio. Sia z = F{ax •+-by); poslo aa? -h 6y = ^ , avrcmo 

dx^dFdt ^_dFdt^ ^_^^ ^— .^^a 

dx~ didx' dy~dldy' ^** dx~ Tt^' dy~'di ' 

quindi [n. 646 (2}] bp — aq = 0; (i) 



qaesta eq. sossiste per tatU i valori possibili di z che 

bero dalle diverse forme che si potrebbero attriboire alia fanz. f. 

68S. ScoLio. £ da notare che Teq. (1) racchiude la pro- 
prietii caratterislica soificiente per riconoscere se una espressione 
proposta sia funzione veramente it ax -h by; il che vuol dire 
che per mezzo della equazione (1) potremo vedere se uoa espres- 
sione data possa trasformarsi in un'altra contenente la sola va* 
riabile t quando si pone oar + 6y = f. 

EsEMPio. Abbiasi il polinomio x = a^x* + iabxy + frV> 

sarii p=:T- = 2a'a? + 2a4y, jr = j- = 2ate-h26*y; 

ponendo quest! valori nella equazione (1) essa si cangia in iden- 
titA; dunque il polinomio % ^ una funzione di ax-^hy. Infatti 

aV -f- Sotoy -+- 6y = («t -f- byf. 

683. IIL Se nella equazione data si troveraono doe funaioni 
arbitrarie fo^^^ essendo o, tr, due funzioni date di x^y, x, per 
le due prime differenziazioni avremo due equazioni conlenenti le 
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deriTate^ , -p, diguisachc ad eliminare le funzioni /',v)/ e lede- 

ri?ate ^ » —^ doq potrebber bastare le tre eq. che si avrebbero. 

Perci6 dovremo determinare le equazioni a diflTerenze par- 

ziali del S* ordine; le qaall cooterranno le derirate -ji » -rK ; o 

coal avremo aei eqaazioni e aei quaDtiUdaelimioar8i;ci6 mostra 
BOD esaere qaesta eliminazione possibile. 

Differeoziando le equazioni del V ordine oUerremo qnattro 

eq.del 3"»le quali eonterranno le derirate parziall jk^ 7^'^^ 

di qneste eq. unite alle sei precedent! basteranno ad elimi- 

■'•"^^•^'A)* 3S' 5? • S?' A?' A?' reqaazione finale aar4 
una eqaazione a differenze parziali del 3^ ordine, nella qnale 
non si vedra alcnn vestigio delle funzioni f e vp. 

KsE«P.o.Sia«=x/(l )++(!); po,to| = «.f =r»^^=^|,V, 

sar4 p = fii—lfv—K'\>'v, qz=:fv-h-^'v; 

da qneste si ha jmt *4- gy = xfv\ (S) 

diffcrenziando [n. 646 (3)], avremo 

p H- ar -4- y« =/b — f r, x$-hq + yt=ifv; 
c di qui fMP -f- jy -h arV + 2a:y« + yH = xfv , 

ov vero , stante la (2), x\ -+- ^xyt -+• yU = 0; (3) 

questa equazione snasiste per tutti i valori possibili di % che ri- 
sullerebbero dalle diverse forme cbe si potrebbero aUriboire alle 
funzioni f e ^* 

684. IV. In generale se una equazione a tre variabili rac* 
chiuderi n funzioni arbilrarie di funzioni determinate di x^ y, z, 
differenziandola successi?amente rapporlo ad d? e y aioo all'or- 
dine m inclusive» otterremo i(m-f*l)(in*h2) equazioni, ed 
(m 4- l]n funzioni da eliminarsi. Ora acciocch^ reliminazione 
poasa farsi sarid*uopo avere in generale i(m + 2)>n ottcto 
fii]>2(n — 1); dunque Fordine delF equazione a differenze par- 

cui gioDgereno coa questa qierazione sari 9n •« t. 
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685. Prihgipio I. Abbiasi una funzione Fx continua per tutti 
i falori delta x compresi fra dae limiti; sapponiamo cbe x^ sia qb 
valore maggiore del limite minore, ed x^-hh on yalore minore del 
limite maggiore: immagiDaDdo h divisa in parti uguali o disaguali 
rappresentate da &^, Aj, A,, ... A^, potremo supporre che la x varii 
dal valore x^ al valore x^-hh paasando rigorosamente per tuUi 
1 valori intermedj; altera i vdori aueeeasiyi della x saranoo 

eapressi da a:o»«p + *o'*o + Ao"+"*n — *o"+'*o^-*i — -^-^i? 
ovTero da oPpy Xj, ^t^^x^^i qaando ai (acci^ x^-i-h^^nx^t 

aP2 + &i = A,y.a?^H-'A» = d?^i; roltimo valore della x cM 

x^-hK ^^^ pure indicalo da x^'hh percbd A=A^+Ai+A,...-r A»« 

Potremo sapporre altresi cbe per qaesti valori della x la fan- 

zioDe Fx yada sempre crescendo o sempre decrescendo, che d 

qaaoto dire mantenersi Fx sempre reale» e del medesimo segno ; 

se cid noQ av venisse sarebbe sempre dato fare di A piu parti finite 

mscana capace di soddisfare a qaesta condizione. 

Or si pongano le seguenti identita 

50 
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Fx, — Fx, = F{Xo + AJ — Fa?,, 
Fx^ — Fa?| = F(a?, 4- fc,) — Far, , 
Fa?, — Fa?, = F(x^ -+- ft,) — Fa?,, 



Fa:^-.Fa?._i = F(a?^.,-hA«.,)-Fa?..,; 
soirimando a?reaio 

Fa:„— Fa?^=F{a?,4-*J-.Fa?o-f-F{a:,+*,)— Fa?,-..4-F(a?^,-r A^, )—Fx,^ , ; 

laonde indicando con X,, x,, x,, ... X^.,, n — 1 qaantiU ca- 
paci di convergere iDdeGoitamente verso lo zero in pari tempo 

di A^, A,, A,, ... A^_| sar^ (n. S5) 

F{x^^h,)^Fxo = h,Fx^^K^ 
F[x, 4- A,) — Fa:, = A, Fx, + X, , 



*'{«i.-i + *-,)-^a?,., = A^^,F'a?^^, + X^,; 

dove nessano dei valori F'a?o»F'a?,,...F'a?^.i sari inGnito nd im- 
maginario; quindi avremo 

Fx^ — Fx^= h^Fx^-^h^FXi ...H- A^, Fx^^ + >^o-»-^i-^-V-i; 
la qaale eqaazione poM pure trasformarsi nella segnente 

Fa?^— iFa?^=: AoF'a?,4- A,Far, ...-h A^F'a?^-h\H-X,...4'X»^,— *^.F'a?, 

e scriversi anche in questa guisa 

Fa?, — Fa?^ = AoF'a:,-4- A, Fa?| ... + A.Fa?. + /, (1) 

ove / rappresenti ana qaantiU capace di convergere verso lo 
zero a misura che convergeranno verso lo zero Ao,Ai,A,,...^. 
Qnesta eqnazione sussister^ qnalnnqne aia il valore iniziale x^ 
purchd si trovi fra i daelimiti delta x dentroi qnali la funzione 
Fx si mantiene continaa;diaianierachd — Fa?, sar^ onacoatante 
C che potremo ripntare arbitraria : per cai avremo 

Fa?. 4- C = A, F'a?o + A| Fa? , + A^ Fx^ -+- 1. 

Ci6 posto si osservi che le parti A,, A,, A,, ... A. in coi ab- 
biamo divisa la n si pn6 snpporre che sieno divise anch'esse e 
suddivise alFinfinito, per consegnenza le parti stesse Aq, A|, A,, ec. 
esprimenti gli accrescimenti successivi della variabile si potranno 
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riputare piccole qaaDto vogliamo. OKredich^ sapponendo che la 
fiinzione si manleoga contiDaa ancbe al di la del limite x^ + h^ 
nalla yiefa cbe dopo il valore x^ riceva successivameDte altri ya- 
lori ^n^. 1 9^7^4.11 ec; ragione per cai indicando con x an valore 
qaalunqae della variabile avremo 

Fa? -H C = ^Fxdx = k^ Fx^ -f- A, f'^i ^-A.F'o:, ... -^ /; (2) 

si coDclade aduoqae che la funzione JF'xdx i la $omma dei valori 
che riceve il suo differenxiale F'xdx qtiando la variabik partendo 
da un valore iniziale Xo paesa ai valori euceesmiper gradi uguaU 
dieuguali che rappreeeniano di mono in mono il valor delFaccreed" 
menio dx» piu una funidone I capaee di convergere verso fe zero 
a misura che convergono verso lo zero gli accrescimenti medesimi. 
686.SCOL10 I. Da ci6 si vede come an integrate sia veramente 
la iomma d'nna serie indefinita di qnantitii differenziali; qneste 
qaantiU differenziali sono i valori pariicolari che riceve la fan- 
zione F'xdx aUorqnando si aUribuiscono aU'accresciniento dx i 
valori h^^hj^h^fCC, e ad x i valori corrispondenti agli accresci- 
menti medesimi, i valori ciod che vengono rappresentati da 

697. ScoLio II. Dalle cose esposte si vede che C nella espres- 
sione Fx-^C i il valore delPintegrale JFxdx corrispondenlc 
al valore iniziale j?^; ove per allro siffaUo valore delF integrate 
prendasi con segno contrario. 

688. Principio 11. Siccome Tequazione (1) sussisle sempre 

ove ancbe le parti di h cio6 Aq* '^n &s ••• ^a crescendo di numero 
vadano indefinitamente impiccolendo, avremo al limite 

F[x^-i'h) — Fx^=l[\Fx^'hhjFxi...'+'Kt'^n]l (3) 

ma il limite de' valori d?^, a?,, «,, ... della variabile or non 6 
altro cbe il valore cstrcmo di qaesta variabile ciod x^-^h^ 
donqae Faccre8€imentofinitoV(T^-hh) — Fxo d^una fmzione Fx 
corriipondente ad un accrescimenio h deUa variabile pud sempre 
considerarsi come U limite deUa somma dei valori che riceve il suo 
differenzujde F'xdx quando la variabile x partendosi dal valore x^ 
giunge al valore x^ + A passando rigorosamente per tuiti i valori 
iniermedj. 

689. Principio 111. Osservando che stante il Teor. del n. 23, 
KFx^-hh,Fxi...^h^Fx^ = hlU[Fx,,FXi,...Fx^] 

= hM[Fx,,F{x,-^h-h,)] 
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avremo manifesUmente 

ora una media fra le qaanCiU F'x^ ed F{x^-^6k) pu6 rappre- 
sentarsi con F(x^ -h 6h) ove si sappooga 6 < 1 , io consegucoza 

i[ho Fx. -h *, Fx, ...^K Fx^] = h F(xo + fl*); W 

danque il Umte della iomma h^F\ + b,Fx, 4-... -+-h„Fx„ 
preso nella supposixUme che h^, hj , h, , ••• h„ ixmwrgano verso Io 
zero i eguak ad h moUipUeata per una media fra i vahri che 
acquista la dericata Fx fu^limUi x^ ed x^ + h Mia varuAik. 

690. ScoLio I. Le doe eq. (3] e (4) portano a stabilire Teq. 

F{x. ^ h) — Fx. = hF'(x^ -h «A ); (5) 

la quale coincide col Teorema III, n. 58. 

691. Sgolio II. L' accrescimeolo flnito F{x^+h) —Fx^ delb 
fanzione Fx, la quale rappresenta Tiotegrale di Fxdx^ si eapriiM 
ID questa goisa p'o'*''' 

J Fxdx, 



'0 



e si dice integrak indefinito esteso dax^x^ ad x = x^ + b, 
perchd esso ^ il limite della somma dei valori particolari della 
fnnzione differenziale Fxdx estesa da x-=x^9ti x = x^-hh,l 
due valori x^, x^-hh della variabile si dicono i limiti deiriot&- 
grale, perch6 da essi si vede qual sla il termine iniziale di quella 
somma e Tultimo; il primo di siffatti limiti £ detto Umite infe- 
riore deiriDlegrale» il secoudo Umite superinre. 

In forza di ci6 Fequazione (3) si cangia nella seguente 

F{x,^h)-Fx,=l[k^Fx,^h,Fx,...^kJ''x,]=f'''p (6) 



*• 



Qnando a fosse il limite ioferiore, 6 11 limite snperiore, ft 
valore dell* integrate definito esteso da a a ft sarebbe Fb — Fa; 
sicch^ porremmo 

Fb — Fa =J^Fxdx . (7) 

692. Sgolio III. Una fnnzione Fx ciod Vespreteione analiiiea 
cB y capace di soddisfare indipendentemente da qualanqae ya- 
lore particolare della x alP eq. dy = fxdx , saol chiamarsi m- 
iegrale indefinUo della fanzione differenziale fxdx. L' espressione 
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piii geDerale di questo integrale indefinito sara Fx + c\ la quale 
abbiamo gi4 chiaioata integrak compkto. 

Riassumendo diremo 1"* che integrare ana fanziooe differen- 
ziale data fxdx signiCca de(erminare V integrale indefinito di 
essa, cio^ una fanzione y=zFx capace di soddisfare alia eqoa- 
zione dy=fxdx: 2^ integrare uella Ipotesi che a sia il tnifore 
iniziaUdeUa x^ cioe T ort^tn^ de/f m^e^a{e» significa determinare 

r integrale definito f fxdx=:Fx — Fa per modo che il limite 

inferiore sia a e lasciando indeterminato il superiore: 3^ final- 
mente integrare fra due limti dati a, b yuol dire determinare 

r integrale definite Jfxdx = Fb — Fa, (S) 

ciod il valore numerico della somma de* valori di fxdx presi dal 
valore a di a; sino al yalore 6. 

Laonde d manifesto che ogniqualvolta conosceremo un valor 
di y cio^ una fanzione Fx di x (sia pare an integrale partico- 
lare) capace di soddisfare air equazione dy = fxdx potremo inn- 
mediatamente inferirne V equazione seguente 

J^fxdx = Fb — Fa. (9) 

II cbe vuol dire che quando sard dato sotto forma finita o 
in serie convergente Y integrale indefinito Fx completo o par- 
ticolare d'una fonzione differenziale fxdx^ ad avere F integrale 
definito di essa fra i limiti a e 6, dovrd soccessifamente farsi 
x = af x=zb neU'integrale medesimo, e sottrarre il secondori- 
sultato dal primo. Vuolsi per6 che le funzioni fx ed Fx sieno 
rigorosamente continue ne' limiti a e (. 

/dx 1 

, , = ar tang x ; le due funzioni - . ' t » ^ 

ar tang x sono continue senza restrizione (n. 18] ; dunque 

/• • dx r^ dx , C^ dx . 

693. Scouo lY. Questa operazione non sempre d possibile 
stante le difficolti che presenta la determinazione della espres- 
sione analitica dell' integrale d' una fanzione differenziale ; ma 
esistdno metodi pei quali pud in tnolti casi determinarsi il va- 
lore approasimatifo delV integrale definito d' una funzione indi- 
pendentemente daU'integralc indefinito della fanzione medesima. 
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6U. CoROLLARio I. Qaando Tintegrale definito / fxix fosse 

stalo determiDato senza attribaire a 6 an valore Damerico » sio 
ch6 b avesse conservata in tatto randameoto del calcolo la forma 
di qaantiU letterale, Tiotegrale indefioito medesimo sarebbe 
uoa funzione di b; sappongasi 

j fxdx = pb ; 

^ maoifeslo che id qaesto case si potra dall' integrde definito 
dedan*e immediatamenie 1' indefioito eompleto cangiando binx 
ed aggiangendo una costante arbitraria. Consegaentemente si 
potr& pure ottenere 1' cspressione del differeoziale e della deri- 
vata di ^. Sicchd avremo 

jfxdx ^npx-^c, 

e di qui le segaenti 

dpx^=fxdx9 <flx=2fx. 

695. CoROLLAEio IL il facile il comprendere che i limiti del- 
rintegraie possono invertirsi rendeodo saperiore IMnferiore e 
vice versa, purch6 si cambi il segno delFintegrale medesimo. 
Supponendo Jfxdx zzzFx-hCy avremo 

J^fxdx = Fb^Fa, J^fxdx=:Fa — Fb, 

e quindi J fxdx = — J fxdx. 

696. CoROiXARio in. Potr^ sempre cangiarsi la variabile x 
della fanz. posta sotio il segno d'un integrate definito, in altra va- 
riabile % avente colla prima una relazione ^(Ar,jc]=:0, pnrchft i 
limili a e 6 della x si cangino respettivamente ne'valori di z 
dati dalle due equazioni ^(a,is) = 0, |(6,jk)=0. Per esempio 
abbiasi a; = a + ^ *— is; sar^ 

r fxdx=— r flan- * — «)&= r /(an- A— «)cfc; 

percbd se nella equaz. x=z a +& — x» porremo saccessiramente a 
ed a + A in luogo di x^ ayremo a=^a H- A — «, a-f- A=aH- A— «, 
eqaiDdi;( = A,ff = 0. 
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697. Tbobema. Sia 
1° fx vnafwaione conHtiiuadax:=x^adx=:Xt-hh; 

2° /(«, -*-h) = l\f[x^ ■+■ \) + f[x, +A,)H- ...+f{x,+hjj] ; 

Sia a una fanz. di h capace di andare a zero per A = 0; 

fix -4- h) 

sar& '-^— TT — t = ^4-a, /(a?H-A) = &?«cH-A«; 
e qoindi, stante la contina]t& della fanzione fx^ 

6 sommando 

J esseodo uua fanzione conyergente Terso lo zero in pari tempo 
di h^jh^ih^'^K* Passando ai limiti sar& 

sicchi in yirlft del dato seoondo e della eq. (6) olterremo 

/[a?p + *) = J pxdx. 

//• /( termine complementario delle serie. 

698. Problbma I. Determinare il krmime complemerUario della 
serie del Taylor. 

In yirtili di ci6 che abbiamo stabilito di sopra , sar& 

f{X'hh)—fx = J^yxdx:=r^ f(a-HA — «)&, 

essendo la relazione fmxe» data daU'eqnazione a; = a + A — je. 
Ora integrando per parti si troya 

jf(a'^h — x)dx=xr{a + h — %)^jr{a^h''%)xdx, 
;/«{a+fc_iK)«fc=|V(«H-*--«)-+-jn«H-*-«)^t 
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e per conseguenza 



• • • I ■ 



a—* ._... . > . ,-.., . . «"-*& 



2^ 



Talmentech6 prendeodo Fintegrale fra i limiti x= 0»z = ft, 
sar& 

sostitaendo questo risultato nella eqaazione [k] e 
ID Xf avremo 



• • • 



• • • ' I"" 






qaesta serie qaando raUimo termine conteQeQte Tintegrale defi- 
nilo decresce al crescer di n converge verso flx-i-h) e si can- 
gia in una serie indefinita di cai ((x-i-k) 6 la somma; allora 
essa 6 la serie del Taylor, ed 

ne i il termine complementario posto sotto la forma d'nn integrate 
deflnito. 

699. CoROLLA&io. Del resto ^ cosa agevole mostrare come 
qaesta espressione del termine complementario coincida con qaella 
che stabilimmo al n. S27. Imperocchd I'lntegrale definito 

il qaale si estende fra i limiti x = 0, jc z= A, rappresenta il prodotto 
del limite della somma de'valori cbe acqaista la fmizione s^^^dx 
qaando z (segaendo la legge di continaita) passa da ad h, molti- 
plicato per ana media presa fra i valori che acqaista la funzione 
/^)(a? + A i— js) ne'medesimi limiti di x; ora il limite della som- 
ma de* yalori di nf'^^dx estesa da ;? = a x=h ^ non 6 altro che r in- 
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«*■"*&=—, ed uoa media prcsa fra i va- 

A 

lori che riceve la TunzioDe f "*(x -hk — z] d rappreseiHata da 
f ">(« -h A — flA) postofl<l, ovvero da f "»(a: -i- (1 — 6)A) cbe 
^ qaanto dire da /^"*(a?H- Bh) pcrch6 sc fl<l aoco 1 — 0<1; 
danque 

Sostitaeodo ad f '(aH-0A} il mioore e il maggiore dei valori che 
acqaista/^"*Ar neirintervallo di x ad x-i-k avremo daila espressione 

7^ — f^^x-hBh) i llmili dcU'errore che si commette arrcstaado 

la serie al termiae che ne ha n af aoU di se (q. 328], mentrecM 
ricorrendo aU'integrale indefinito otterremo il valore esalto dl 
questo errore; h da ayvertire per6 che io qoeslo calcolo s'iQCoa- 
trano talvoita dod lievi diiBcolU iaereDti alia iotegrazione. 

700. Problema II. Determinare il iermine compkmmtario, 
delta eerie del Maclaurin. 

Facendo nella eq. (2) j;=:0 e cangiando h in Xy avremo 

x^ ... x' 



questa serie qaando rullimo termine cooteneole Fintegrale defi- 
nito decresce al crescer di n, converge verso fx, e si caogia in 
una serie inGnita di cai fx esprime la somma; allora essa non 
d altro che la serie del Maclaorin, ed 

l.2...(n-l) /!nx-s)z-dz 

ne 6 il termine complementario posto sotto la forma d' un inle- 
grale defioito. 

701. CoROLLARio. L' espressione del lermine complemenlario 
suindicato coincide colla espressione che stabilimmo al n. 298. 
iDfoUi Tintegrale definito 



/ 



/<"'{« — z)2"-'(b, 





il qnale si eslende Tra i limiti 2 = 0|Z = A, non ^ allro che il 

51 
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tcrmine del limite della sornma de'ralori chc acquista la fuo- 
zione z^'^^dz qaaodo z (seguendolalegge di continaita} passa daO 
ad hf moltiplicaio per una inedia presa fra i valori chc acqaista 
la runzione f^^x — z) ne'inedesimi limili; e lal prodoUo e manU 

in 

feslamente — ^"^ 6h); danque 

7T7— r — r^ r n«— *)«""**= 4-0—- rw- 

1.2. ..(n — 1)*^ 1.2... n' ^ ' 

///. La quadratura delle superfide piane. 

702. Probleha. Determinare Farea d^una superficie fiana 
compresa fra tin arco^ le due ordinate corrispofidenii alle $%ie eetre- 
mM , e r asse deUe asmee, 

Le ascisse delle estremiU deirarco MT fug. 26) sieDO 
OA =:Fo» OK=x^-^h; supporremo che per (-**-* ia longhezia 
deirarco MT compreso fra le ordinate corri^pundenli ililf, KT 
le ordinate vadano gradatamenle crescendo o gradatamente decre- 
sccndo; la quale ipotcsi non toglie nulla alia generality dclla so- 
luzione, peroccb^ Tarco potrebbe sempre dividers! in due parti, 
in tre, ec. per modo da renderia sempre vera. L'area di che si 
traltadipendendodairascissa 0A=2X^ edairincreoientOiiir=/k 
d manifestamenle una Tunzione conlinua di a? + A espressa da 
([x-^-h]. Ci6 posto facendo 

A= AoH-A, + A, ....-h/l^, 
cio6 AK=AB -{-BC-hCD .... -^ TK, 

e tirando le ordinate AM^BN^ CP^.... TS, risulter^ 

area AMTK = area AMNB -h area BNPC .... 4- area ISTK; 
ovvero ([x^-hh) = llfix^-hh^j-hfix^ + h,]....'^f{x^-hhj\. 
Or si conducano le rette MW^ TL parallele airasse delle x; 

siccome area AMTK=: M [AMWK, ALTK ] , 

sarA f[x^ •+-h) = M [fc^, kp{x -h A) ] , 

per tuui i valori di x compresi fra a:^ ed 0^0 + h; ma 






q>x 



IL GALGOLO INTEGRALE 403 

dunque la funzione f(x^ + h) soddisf^ a tuUe le coadizioni richic- 
sic dal teorcma del n. 697, e per consegaeoza si trova 

area AMTK = J^^ "^idd?. 

703. SgolioL PoDgasiFarea AMTKz=it; in virtu delia os- 
servazione fatta al n. OOi, avrcmo 

^=r J^)awte = Jyctc; dlz=zydx; 

ciod il differeoziale dell* area cbe gi^ Irovammo al n. 369. 

704. Sgolio II. II calcolo Tatto per risolvere il preccdente 
problema dlmostra che ad otteoer Tarea d' una superficie plana 
non i necessario conoscerne il differenziale. 

705. CoROLLARio I. Parabola, y* = 2par; y = \/2px. Perci6 

t = ^f^x'dx; t = lx/2fx' = lxy; (1) 

raddoppiando questa quanliUi avremo |Ar.2y cio6 Tespressione 
del segmento parabolico compreso fra la corda 2y e I'arco cor- 
rispondente; dunque U segmento di parabola compreso fra una 
corda perpendicolare al suo asse e Varco corrispondente e nguale 
at due tersi deUa superficie del rettangolo circoscri$io. 

X* V* b 

706. Corollario II. Ellisse. -|-i-|5 = l,y=- \/(a* — x*) ; 

t=^f' dxV[a'-x% 



Inlegrando per parti si trova 

x*dx 

x/{ir^x*) 

e siccome 



/ArV(««-««)=arv/{«'-«')-t-/-pr^^,; (2) 



/xdx p[x* — a*)dx C ^^ i ^ rj // t -ix 
-77-1 r= / -m — ^^-+-/ -TTi 5T=a'arsen ]dx\/[€t—tr). 



sar^ Jctrv/{a'— a?*)=:a: v/{a*— a:')H-a' ar sen — jdx\/(a*^x*) , 

a 

X 

ovvero Jdx\/[a^ — a?^) = | x\/(a* — x^) + a' ar sen - -hC; 
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c quindi J dx \/[a^ — a:*) = J x\/{a* — a?') 4- o' ar sen -. 

. bx J, - ,, ah X 

per conseguenza i = ^ \/(a' — a:') + ^ ar sen - , 

ovvero ^ = i a:y + J oi ar sen -. (3J 

Facendo x = a avremo tz=\ nab; qucsto sari II valore della 
quarta parte deU'ellisse. L*area totale ellittica sar4 adunqae 
TTob; e Tarea del circolo avenle il raggio a sara na^. 

Osservando che Tarea del triangolo OMP (fig. 26] 6 data 
dal prodotto j^ory potremo inferireche Tarea del settore elKltico 
0MB 6 espressa da 

t — ^xy =ia6arsen -. 

a 

707. CoROLLARio III. IPERBOLA. ^ — |^ = 1 , y = -y (a?* — a*); 

Or per an calcolo analogo al gia fatto suUa eilisse, sar& 

Jdx\/(a?—a')^ix^{x' — a')'^{a%x^y/{x'-^a^]]-hC; 
e quindi fdxx/[x'-a')= ix\/[x'-a')— J aM ^+\/(a?'-a') . 

dunque t = ^^x^{x^-a')-^ l^lLtyV^^. 

a 

Da cid s'fnferisce che I'area del sellore OJlfii{fig.28),coai- 
preso fra I'asse traverse, I'arco AM deiriperbola, e la retta tirata 
dal centre O aU'estremit^ M di qaesto arco ^ espressa da 

jxy-< = jaftl^ + V^(^'-«\ (4, 

a ^ ' 

708. CoROLLARio IV. Iperbola bquilatera. L'eq. di questa 

curva riferila agli asintoti 6 a^yrrd*; donde si ha v = — ; e 

^ X ' 

quindi t = a* C — ovvero r = a'i — . 

^ x« ^ ar. 
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X 

Facendo a = l risulta / = l — ; cd ovc Tarea debba co- 

miDciarc dairordinata che passa pel verlicc sard ar^ = a = l , c 
l = Ia;; ciod le aree ^aranno i logaritmi neperiani de'nameri 
esprimenti le ascisse. Qaesta si 6 la ragione per cui i logaritmi 
neperiani sono par detti logaritmi iperbolici. 

709. CoROLLARio V. CiGLOiDE. L' eq. differenziale della ci- 



, ^zr-y ^ (n. 341), si cangcrd in 

^v— W y = y 

da:~ W 2r — 1/ 



quando si sostUaisca — [y — 2r] ad y ed x — 2«rr ad x^ il die 
vaol dire considerar la cicloide qaale si vede nelia figara 29. 
Conseguentemenle respressiooe deil'area AMP sar& 

t =fy= d^f\ dy\/(2xy - y«) ; (1) 

ma qaesta d pur Y espressione delF area del semi-segmento cir- 
Golaro AHK; dunqae area AMP = area AHK^ area ADF^^ |7rr\ 

Ora area CDFE = CD.AB= 27rr X 2r = kwr* , 

perci6 si conchiude cbe V area totale EAFB terminata dalla ci- 
cloide EAF sara nguale a 37rr*, cioe ugoale al triplo di qaella 
del circolo genera tore. 

Si osscrvi che Jdyv/{2ry— y*) =Jdy \/ (r* — (y— r)*); laonde 
ponendo nella formula (2) n. 704, y — r in laogo di x^ e can- 
giando a in r avremo 

;rfyv/{2ry-.y»)=J(y— r)v/(2ry-.y*)-h {x* ar sen ^^ -h C. 

X 

e quindi 



— r 



area AMP^C dy\/{2ry— y»)=J(y— r)\/(2ry— y)H-Jr'ar sen^ 
area ADF = r*'dy\/(2ry— y')=jTrrV}ffr'=}7rr* , 

^ o 

come abbiamo trovato sopra. 

710. pRODLEMA II. Determnar$ V area d* wn Hiiare canh 
preso fra un arco qualunqtu e i due raggi vettori Hrati aUe sue 
estremUd. 

Sia MOM'{Qg, 30} il settore di cui YUoIsi i'area; esso 6 com- 
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prcso fra i due raggi vettori OJIf, Oitf' e Tarco MM'; il qaale arco 
^ una parte della curva AMMXJ che supporremo riferita allc 
coordinate polari e rappresenlata dalla eq. f[r^ u) = 0. Suppor- 
remo che i raggi vettori OA^ OM, 0M\ ec. vadano tutti grada- 
lameote crescendo o tutti gradatameote dccrcscendo; la quale 
ipotesi non toglie nulla alia geucralita della soluziooe* perocch^ 
r arco potrii aampre dividers! in piu parti finite per modo da 
renderla vera. Or V area d' un settore qualunque MOM' dipende 
dall'angolo ilOJIf =:fa>^, dal suo accrescimento JlfOJIf'=Ato=A 
e insieme dai raggi vettori OM = r, 0Jlf':=r4- Ar, ma come 
r d dato per 1* eqnazione della curva in fumionedi u, perci6 pod 
dirsi essere il settore MOM' una fanzione di w e del suo accre- 
scimento h ; porremo adunqae area MOM'=^ p[*a + h). Facendo 
fc = Ao-+-A, + fc,...-H^», rIsulterA 

area MOM'= area MOB + area BOC . . . + area TOM', 

cio6 A«o -J- h)= [/(c.),4- Ao)+ri«i "+- *i) • • • + A«- -+■ *•)]• 

Ci6 posto si prolunghi OM, e si conducano gli archi di cir- 
colo MN, Mir r uno col raggio OJIf, V altro col raggio OM', 

avremo area MOM!= iir[area MOJf, area MOIT] . 
• Ora 

area MOH=\ OMJrM=irsh, area M'Oir=l OArJRriir=i(r+Ar)(r-hAr)il, 

dunque /(«„-h h)= area MOM'= Mlir'h, }(r -h Ar )*h] ; 
per tutti i valori di u> compresi fra ci)^ ed «d^-+- h; ma 

+ Arr= { r\ 

percbd A = ci dft Ar=:0, dunque (n. 697] 

area MOM— f |rVw. 

o 

711. ScoLio. Poogasi V area MOM=: S, avremo (n. 694) 

come gii trovammo al nnmero 452. 

Via. CoftOfXARio. Spuialb LOGARiTMiCA. Siccomc V eq. po- 
lare di questa curva d r=:e*^, Tarea compresa fra i due raggi 
vettori currispondenti agU angoli u^ ed u, sark 




s = 
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o Smu 4 / 9m^ 1««^ y'^|»* 






4m 



/F. £a rettificazione degli archi piani. 

713. Pboblema I. Travare la lunghezza ^un arco compreso 
fra due ordimate corrispondenti a due date ascisse sc^fix^-^ h. 

Sia OA = x^, 0K= x^-^h (6g. 26) ; supporremo che per toUa 
la luDghezza deirarco JUT Tcompreso Tra le ordinate corrispondenti 
AM^ RTy le ordinate vadano tutte gradatamento crescendo o tattc 
gradatamente decrescendo; Siay = f>ar Teq. dell' arco riferito, 
come la fig. suppone, a coordinate ortogonali. La lunghezza 
d'un arco qualnnque JIfTdipendendo dall'ascissa OA e dall'ac- 
crescimento AR=ih si pad ben dire che sia ana fbnzione con^ 
tinaa di x^-hh espressa da /(a?^^ -+- h). Or facendo 

& = Ao4- A,-h^, -hKf 

che 6 qaanto dire AK=AB'hBC-h CE -+- TK, 

e oondacendo le ordinate AM.BN, CP, .... TS, risalter& 

arco MT:= arco Jlf2V+ arco NP .... H~ arco ST , 

ciod /(o?^ -+• A) = ^[Aa?o -H *o) -+■ A^i -^ *i) ••••-+■ A^» + *n)]- 

Cid posto si conducano le tangent! MV, TV alle estremita 
deir arco MT\ siccome 

arco MT=M[MV, corda MT\ sarA pare arco MT=M [M F, TU\ , 

percb^ essendo le ordinate crescenti condacendo TL parallela 
airasse delta x, il panto I7non potr& oUrepassare il paoipl. Ora 

My=:zy/[h^-^h'^)=hy/[i'^x\TV=V[h'^^'V(^^ 

donqae f^x^h]=m^MT=iM[h \/[ 1 + V^\ V(1-^9'(^H-*)*1 
per tatli i valori di x compresi fra a?^ ed a?o + *; ^^ 
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dunque la fanzione f(x-hk) soddisfli a tutte Ic coodizioDi richieste 
dal teorema dkoostrato al n. 69<^, e per consegaeoza 



T^-hh 



I 



arco MT=J^ cte \/( 1 -h <t>'x* ). 



714. ScoLio I.PoDgasi Tarco MTz=$; stante TosserfazioDc 
fatla al n. 694, avremo 



cioe il differenziale dell' arco chc gia trovammo al n. 368. 

715. ScoLio II. II calcolo che abbiam falto per risolverc il 
prccedente problema dimostra chc la rellificazione delF arco ooq 
csige che si conosca I'espressione analitica del sao differeoziale. 

716. CoROLLABio I. Parabola. y*=z:2pa:,y = \/2/w?, ed 

^^^^^ = V ^i laonde I'arco esleso dal vorlice ad un panlo 
qualunque la cui ascissa sia x sara 

Or si esservi che ponendo V i _i_ £. =z, si ha x= . / „ • 

'^ ^2x «(js»— 1)' 

quiadi jxdz = zx — jxdg = «r — Jp S7~n 

cd/.V(iH-£)=iV(*-V2p.)Hpi^^j^^C; 

e consegaeatemeote 

717. CoBOlXARio II. EixissE. ^-f- |;=rl; di qui si ha 
coDsegnenlemeole 
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e tale sart Fespressiooe deU'arco preso dal verlice della curva 
aino ad un panto di essa che abbia per aacissa x. Or ponendo 
a* — 6* = a* e*, risulteri 



•=/:^v^- 



Siffatto integrate non pa6 aversi in termini finiti; vari sono 
bensl gli artiflzj analilici pei qaali esso pa6 svilapparsi in aerie 
convergente, ed ano di qaesli d il segaente. Siccome x d aempre 
minore di a porremo ^r=acos 9, donde si hacte= — a sen 9df>, ed 

1 = — a J d?>\/(l — «*cos*(j)); 

\^ 

OYvero, svilnppando (1 — e*cos*f>]', 

=a(J^-<l>)-HiJ ^(^_cos ?H-2jcos*,H-g^cosV+g3;g;gCOs«9+...j- 

Ci6 posto si osservi che in virtd della formala (17) n.SlS, si ha 

1 1 

/cos V *P = 2 *®° ?* ^^ ^ "*" 2 ^ "*" ^ ' 

f * J 1 ,1.3 1.3 

Jco8*9 dfl) = T sen ?) cos > H- s-r sen <|) cos <}>-+- ^ 9 + c , 

1 15 1.3 5 135 

/cos ^^ = g sen <p cos' <f) 4- j^8enf>cos'<()4- gjgsen^>cos<fH- ^^^9 ^-c, 

, • . 1 7 1.7 , 1.5.7 , 

/cos V d|> = g sen 9 COS > -f- g^ sen fl) cos > 4- ^-g^sen^cos^ 

1.3.5.7 1.3.5.7 



ed ove grintegrali si estendano da f> = i^r fino a qualsivoglia al- 
tro valore di ^, aTremo 
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r cos*<f)d9 = i sen(?) cos V + ^ sen 9 cos 9 — ^ ( |ir— (}>) » 

r»<P \ . 1 H ,13 5 1.3.5^ ^ 

J^ cos V dV = JseD^cosV+^scn^cosV4-2-^sen^cos(j>--^^ 



3 



/"""cos »^, <*!> = * sen 9 cos '^ + H sen ^ cos V + J;^ sen 9 cos V 

1.3.5.7 1.3.5.7 (._. 



• • ■ • • 



le quali formule giovano a dare i valori dei termini della serie 

precedenle. 

Facendo x=ia,ii per conseguenza cos (j> = 1 ovvero <j> = 0, 
s vcrra a rappresentare la luDghezza della 4** parte del perimelro 
deirellisse, e sara 

718. COROLLARIO HI. IPERBOLA. -, — ^^ = 1 , dl qui SI ba 

/^ J t^ x^ a' 

e ponendo a* -f- 6' =: a' e', risallera « = / dx\ — | ,- * 

la qual formala dara la langhezza di s presa dal verlico della 
curva Qdo al punto di cui x e I'ascissa. Or siccome si ha sempre 

xj>a potremo porre x •=■ , per cm sari ax :=. z — , ed 

^ ^ ^ COS9 "^ cos'<j> 

^ cos-(p ^ ^ ^' ^0 cos •(?> V \ r / ' 

e sviluppaDdo [ 1 « )'» oUerremo 
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COS 'p 

1.3.1 . i. 3.5.1 



, 1.3.5.1 , \ 

a rp - / 1.1 t 

ovvero 5=r:aelang<?>— g^^ — a J ^ d<}) |,^jj, cos p 



1.3.1 . 1.3.5.1 



1.3.1 . 1.3.5.1 , \ 



cd ^ manifesto che il valore deUermini dclla seric si rica?eranoo 
dalle esprcssioni di /cos*^^^, Jco$^(;>d9, .... date qai sopra 
(n.717) supponendo la coslanle arbitrarta c=:0. 

Di qui si vcde che crescendo x indeflnitamente, Tarco p 
converge verso {tt ed s crcsce senza limile. Ma ove si corchi la 
differenza £ fra Tarco s e la parte » delFasinloto compresa tra 
il centro della curva ed il punto corrispondente aH'ascissa dclla 
estremit^ dclFarco istesso, vedremo che questa differenza converge 
verso un limite di cui pu6 aversi Tcspressionc analitica. In fatti 
la quantita t e data dalla proporzione a\x\\ v/[a*+ h!^) * t; or 

siccome i/fa' -f- 6*1 = ae ed a; = , si trova i =z , e 

^ ^ cos 9> cos 9 

_ . 1 — senc> a Pp j / 1. 1 t 

cos (j> 2c ^ *^ ^2.4. c' ^ 

1.3.1 . 1.3.5.1 



1.3.1 4 1.3.5.1 e \ 

2.4.6 6 ^ 2.4.6.8 a ^ / 

Supponendo a; = oo ciod cos 9 = 0, che <^ quanto dire <^=i7r, 
questa formula dara il limite k verso il quale converge K a mi- 
sura che crcsce la x, e sarft (pcrcho quando pz=\ir risulta ma- 

nifestamente ^ = ^ ^-- = ) , 

cos 9 1 -h sen <f> ' 

i._'r«r-i ^/'^•^V 1/ 1.3.1 \' 1/ 1.3.5.1 y "i 

*~4JL*"^2V27J ^3l2':37>' "^SU-OIV ■•^••••J 
719. CoROLLARio IV. CiGLOiDE. L*cquazione diffcrenziale della 
cicloidc vcdemmo essere (n. 341) -p=r ^ - — -^l or siccome 
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la langhezza deH'arco compreso fra rorigine della car?a ed il 
punto di cai y 6 I'ordinata. Ora 

dunque « = 4r — 2\/2r \/{^r — y). 

Facendo y = 2r avremo la langhezza della metA della carra ; 
la langhezza della semi-cicloide 6 adunqae oguale a kr come ve- 
demmo al n. 438. Trasporlando rorigine inii(6g.a9] epren- 
dendo le ordinate in senso contrario a qaello che la precedeale 
eqaazione della carva suppone, dovremo porre nel risaltato ot- 
tenato 2r — y in laogo di y c 4r — 8 in laogo«; e ci6 dark 

720. CoROLLARio Y. Spirals logaritmiga. L'eq. di qaesta 
curva rirerita alle coordinate polari sappiamo easere r=e*^. Ora 
e da notare che la formula 



quando si faccia x=:r cos co , y = r sen u) , e percid 

dx = cos oddr — r sen udu, dy =z senWr + r cos udu, 
si cangia nella segaente 

Or sice nmedalla eq. della spirale logaritmica si ha ^=nui^=zmr9 
sara s = J^ dw \/ (r* ^-iwr*) = \/(l 4- m*) J^ c*«rfw , 

ovvero 8= 2^1 i(r — Tq ; 

m 

e quesla csprcssione indicherJl la langhezza dcU'arco compreso 
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fra i dae punti della curva cui appartengoDO i raggi vetlori r, r^. 
L^espresaione stessa niostra che it rapporto della lungbezza del- 
I'arco alia differeoza de' raggi vettori condoUi alle soe estre- 

roiU d coslanle ed espresso da 2IJ : . 

Fatto m= 1, Teq. della spirale logaritmica sari r = e" , ed 

8 =2 rv/2 — roV/2; 

dimaDieracM la loDghezza dell*arco compreso fra dae puoti qaa- 
lonqae della curva sara la differeoza delle diagonali dei quadrali 
GOStroUi sa i raggi yettori coDdoIti a questi panti istessi. 

V. La retlificazione degli archi a doppia curvatura. 

721. Problema. Determinare la lunghezza d'un areo S m 
doppia cun^atura. 

Immaginiamo che la saperficie cilindrica MlU'mm* sa la 
quale Irovansi Tarco S = MM' (Gg. 31) e la sua projezione s = mm' 
fatta sal piano xy sia distesa sal piano che passa per la retta 
Mm e per la tangente condoUa airestremKa m dell'arco t. Id 
virtu di tale operazione Tarco S divcnteri, senza malar di lun- 
ghezza, un arco di cur?a piana ; Tarco s senza malar neppur esso 
di lunghezza si cangeri in una porzione di linea rella la quale 
potrA prendersi per asse delle ascisse, x essendo'quello delle or- 
dinate; adunque sopponendo che Tarco S sia dato dalle eq. 
yz=z^y z = \j/d;y avremo 

t = J ^ V * •+* j|i > A = dr* 4- rfjy* ; 

Q 

722. ScoLio. Per Y osservazione fatCa al n. 69&, sari 

s = Jdx\/[i 4- 9^+-\i7x') , ds = dx\/{i -f- 99* -h^'x*); 

ovvcro ds = \/((te'H- dy* -h ck'). 

723. CoROLLARio. Elige. Sia quesla curva data dalle equazioni 

/r = rcosw, y = rsenw, z = ar(*); 
sari dx=z — rsencodcj, dy = rcosu>du, dx'=^arduif 
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... , dy 4 if dz a 

e qumdi <j>a:=-^ = — cotw, \j/a? = -T- = ; 

uOO ux sen oj 

S=:ir v/1 -f- a' r^ dw = r i/l-H a* (w — wj. 



VI. La cubatura dei solidi di rivoluzione. 

724.. Problema. Determinare il volume cTun solido di rt- 
voluzione. 

Sapporremo che il solido di rivoluzione sia generato dal tra- 
pezio mistilineo AMTK{&g.2&j girevole intorao alFasse Ox; sop* 
porremo iooltrecheper tutU la luDghezza di questo arco leordinate 
sieno gradatamenle crescenti o gradatamcnte decresceati. II vo- 
lume del solido di che si tralta dipendendo dairascissa OA=x^ 
e dairiocremento AKz=: h 6 manifestameDte ana fanzioae conti- 
una di x^-h-h espressa daf[x^-hh). Facendo 

h±=\^kj'hh^...'+'K, cio6 AK = AB-hBC'hCD...'hIE. 

tirando le ordinate AM, BN, CP,...IS, e rappresentando con 
vol AMTK il volume del solido generato dalla superficie AMTJf, 

avremo vol AMTK= vol AMNB -h vol BNPC . .•. + vol ISTR; 

f,x^-+-h) =l{f,x^ 4- K)-hf[x, -f- h,) ...^f[x^^h^)]. 
Or si tirino lerelte MfV, TL parallele all'asse delle x; siccome 

vol AMTK= JIf [vol AMWK, vol ALTK] , 



sara f{x^ -hh] = M[irhpx*, 7rh<t>[x + h)^] 

per lutti i valori di x comprcsi fra x^ ed x^ -h h; ma 



LA = 0_, L ^=" 1 ^ = 



rrpx^ 



dunque la funzione f^x^-^h) soddisfa a tutte le condizioni ri- 
chieste dal tcorema del n. 697, e conseguentemente si ha 

\ol AMTK =2 nf^''^ ^*dx. 



»o 



725. ScoLio. Pongasi voli4iliriir= v; sara (n. 694) 
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i; = Tpjcpx^dx , dv =z Try 'dr , v' = ttj^* ; 

qaeste sono le espressioni analiliche del diffcrenziale c della de- 
rivata di v, ciod del volume di ud solido di rivolazione. 

726. CoROLLARio I. Elissoide. Supponiamo che la curva ge- 
ueralrice della saperGcic di tal solido sia una ellisse girevole in- 
torno ad uno de'suoi assi, per cscmpio lutorno air asse 2a; Teq. 

di tal curva, poslo rorigiue al centro, sara y=-i (a* — a?'); 
laonde a vremo t? = tt -^ / (te ( a* — x^ ) ; 

e siffalta espressione rappreseoter^ quella parte del volume del 
solido che si trova compresa fra il piano pcrpcndicolare alPasse 
che passa pel centro ed un piano ad esso parallelo condotto alia 
distanza x, Eseguendo rinlegrazione otlerremo 

v = n^{a'x — ix^); 

ed estendendo FinCegrale sino slA x = a avrcmo t? == § Tab'; que- 
slo sar^ il volume della met& deirellissoide di rifoluzione: adua- 
que il volume intero verrji espresso da ^Trafr*. 

Facendo a = b Tellissoide si cangera in una sfera avente il 
raggio a; e | tra* sara il volume di essa. 

727. ScoLio. Frattanto sarji facile determinare il volume del 
solido generato da una figura piana qualunque i(fM' iVJIf" (fig. 32) 
girevole intorno ad una retta Ox posta nel piano di essa. Si prenda 
questa retta per asse delle re, e si rappresenlino con x^^Xj il piu 
piccolo valore OP ed il piu grande valore OQ della x; PM 
c QN sieno le ordinate corrispondenli alle ascisse islesse OP e 
OQ; inoUre sienoyi = PM\y^=P'M" due ordinate delle curve 
MSfNj MUFN corrispondenti alia medesima ascissa OF; avremo 

^o\MPFM' = n r'^\^dx, yo\MPFM' = ir f^'^^Va?; 

[y] — » jrf^« 

Or supponiamo che la curva generalrice del solido sia il cir- 
colo (a:— a)*-4-(y — ^)* = r'; Sara y == /3 =b ^/r ' — {x — ctf, 



»i = ^ + V'--{a?— «)N yt = ^-Vr' — [x—^i'; 



drv/r» — (a? — a)*: 
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laonde it volame richiesto sari espresso dairintegrale definito 

ora d da osservare che Farea del segmento circolare MXBP = 

PMMP-PMWF^ daU dair iotegrale ^f'^dx y^r* — (a?-«)% 

danque vol JIf JlfJIf ' = SttJS area MM'M'=: circ jS X area JIf JIPJP ; 

e Tol MMUfM' =z circ ^ X area MM'NM" = 27r*0r»; 

da ci6 si raccoglie che il volame del solido anuUare geoerato 
da qaalsivoglia circolo girevole iolorao ad una rella condolta nel 
piano di esso d uguale al prodollo delF area di qaeslo circolo 
istesso moltiplicata per la circoofereoza descritta dal sao ceotro. 

VIl. La quadratura delle superficie di rivoluzione. 

728. Probleva. Ihterminare Farea <funa superficie di rwo- 
lugione. 

Sapporremo la saperficie data prodoKa dalFarco MT (6g. 26] 
gireyole intorno all'asse Ox; supporremo iDoUre che per ta(U la 
luoghezza di qaesto arco le ordloate sieno gradatameDle cresceoli 
gradatamente decresceoti. L'area della superGcie di che si 
tratta dipendendo dalFascissa 0^ = d?o e deirincremento AK = h 
^ manifestamente ana funzlone contioaa di Xf^-hh espressa da 
f[x^-hh). Ci6 poslo facendo 

A = /io-4-A|-+-A, ....H-A», cio6 AK = AB'hBC-hCD....'hTK, 

tirando le ordinate AMf BN, CP, ...75, e rappresentando con 
area Jfrrarea della superficie generala daila carvaJlfr,avreiDo 

area MT= area MN-\- area NP •+• area PQ .... h- area ST 

ed /l«.4-*) = ^[/iaro + Ao)-f-/Ia?,-f-A|)....-h/Ia:^ + AJ]. 

Ci6 posto si condacano le tangeoti JIf F, TV alle estremiti 
dell'arco MT; sapponendo che anch^esse si aggirino colFarco 
istesso intorno alFasse Ox sari Tarea generata dall'arco UT mi- 
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nore dell' area genera U da MY e maggiore di quella genera ta 
dalla corda MT; il che facilmente si vede snpponendo che a de- 
stra della TK si ripeta la medesima figora che si vede a sinistra, 
e che intorno air asse delle x si aggirino in luogo delle linee 
JHf F, arco MT^ corda If T, i doppi loro cio6 le tre linee itf F-h VM\ 
arco JIf T-h arco TM\ corda MT + corda TM'\ porremo frattanlo 

area MT = Jlf [area MY, area TV] ; (1) 

e siccome area MY=-n[MA'^YE] X Jtf F, 

ed area corda MT=i:[MA h- TIQ X corda MT , 

perci6 osservando che corda MT^TV avremo (n. 713) 

area MT=i7:M\[MA -h FiSQXMF, [MA + TiQ X TV\ 
ovvero ( n, 713) 



area MT=: itM\ {2<jxr-f- h^x^]h\/[i-h(p'x%[<pX'^'<p[x-^h]]hy/[i-+^\x -hA)«) 

e di qui ^^^ _ 

area MT=2nJ <,^y^( i ^ (p'x')dx. 

729. ScoLio. Facciasi 1' area Jlf T=:te; avremo (n. 69k) 



u=2irj<px\/[i 4-<I>V)(ix,rfM=:2^V'(l -f-y")(te, tt'=27ry ^[i^% 

730. CoROLLARio. Elissoibe. Sia Tclissoide qaelia istessa che 
abbianio considerata al n. 726; avremo 

a^ ^ or 

Or sia a^b, cio^ supponiamo Tellisse girevole intorno al 
sao asse maggiore, e poniamo a* — fr^r^aV; otterremo 

M = 27r - y^ dr ^/(a' — c V ) = 2n ^^J^ d{ex)\/{a^ — « V), 



t«.9 



e quindi u = 'rrbix'y 1 ^ 4- - ar sen — J. 

Faccndo a; = a, avremo Tarea della meta della super6cie elissoi- 
dale, e quest*area sara espressa da 

TT f 6'h arsen e J. 

ar sen 6 
Ed ovc si avesse a = 6, sarcbbc 6 = cd = 1 ; laonde la 

e 

53 
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delta espres&ione si caogerebbe in 2ira* e rappresenterebbe I'area 
deU'emisfero aveole il raggio a. 

Sia in secondo laogo a<6, cM sapponiamo TeUisse giie- 
vole iDtorno al 8U0 asso miDore, e poniamo 6' — a' = 6V; avremo 



a*^o ▼ o 6»/o\a/T or 



hcoc 
c posto — =x, si troveri 



y(fe V/(«* + z*) = C + i z \/(a* + «') + I'l [z + v/{o» -»- «»)], 



/:<5?)v.--K ^'•=^v«--'-^+^' ^v-v'-^ 



Facendo d? = a, olterremo Tarea della meta della saperBcie dis- 
soidale, c sar& 



e a 



ma 6V = 6* — a' ed-^ = (1 + e) (1 — «), percid la delta csprcs- 
sione potrii prender la forma 

.|-6« + £,^(l + „-| ovrero .[ *« + g 1 J-±f ]. 

1 1-f-f 

£ quando fosse a = 6 ed e = risulterebbe - 1 z =2| ed il 

e 1 — ^ 

valore di qaesta quantity sarebbe Sn-a* come abbiamo trovato 

sopra. 

731. ScoLio. Sara cosa agevole il vedere cbe Tarea del solido 

di rivoluzione considerato al n. 727 vieoe espressa da 



'•y>[».v«+(s)"-».V'+(t)"]- 

Da questa formula potra aversi I'area della soperficie del 
solido generato dal segmento circolare illilf JIf " (fig. 33) gi& consi- 
derato al n.727, ed anche Tarea della superficie totale di siffalto 
solido; la quale si trorcra ugualc a 47r*/3r; ciod uguale al prodolto 
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dcUa circoDferenza geoeratrice 2?rr oaoIUpIicata per la circonfe- 
* renza descrilta dal suo ccntro. 



VIIl. Noziani su gt integrali doppi. 

732. Pringipio. Abbiasi una funxione F(Xy y) delle due varia* 
bill Xy y indipendeDli; e sia essa conliaua per toUi i valori della x 
esCesi da j:« ad X9+ A e per qoelli aUresi della y esCesi da y, ad 
y^-hfc; immagioaodo A e A; divise io parti ugaall o dissgaali 
cio^ A=:fc^ + A, 4-A,....4-A^, e k = i^-+-fc, -hfc, ....-4-. *^, 
poiremo supporre che la x varj da x^ ad o?^ + A passando rigo* 
roaameote per lutti I valori iDlermedj, e la y da y^ ad yo + ko; 
allora i valori suecessivi della x saranno espressi da 

e quelli della y da 

dove 6 da notare che le parti di h ciod Ao, h^yk^ ... h^ si potranoo 
sapporre tanlo pia piccole quanto piii sarft grande n, e quelle 
di A; cio^ ^o'^i' ^s'*" ^m ^^^^ P'^ piccole anch'esse quaoto pio 
sar& grande m; or siccome i numeri n ed m possono riuscire gran- 
disslml, sar^ dato riputare le parti di A e di ft InGnitesime. 
Frattanto coerentemente ai principj esposli (n. 691] avremo 

^[*o^{a?o'y)+*i''(^pylH-A,F(a?„y)...+^„F{j5^,y)]= T'^* F(xa)dx; 

c qnesto integrale deGnito sara una funzione di y e A che potremo 
rappreseutare con f^y, h\ Per gli stessi principj avremo ancora 

^[*a/(yo. fc) -+- *i /(y ,. A)+ ft, /ly2» *) - + K /tym» ^)] = j /ly. *) <^« 

^ fO 

dove si suppone che la h riceva succesaivamente tutti i sooi va« 
lori da \ ad ft. Soslituendo alia funzione /Iy,ft) P integrale che 
essa rappresenta, potr^ il risnUato preeedente esprimersi cosl 

/;;^(/;"F(x,y>fx)dj,; 

oppure, sopprimendo Ic parcntesi per brevila di scritlura, po- 
tr^ esprimersi ancora nel scguente modo 
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/IT 4* r^ 4-fc r^ +* /^'o+* 

^ dy p F(a:. y) (te vvero / ^ / F{x,y)dxdy; (1) ^ 

questo e un integrak definito doppio; il quale esprime il limiic 
della somma di tatti i valori che pu6 ricevere la runzionc 
F(x,y)dxdyj che 6 quanto dire F{x^y)hkf ossia F(^, yjAxAy, 
quando le variabili Xy y partendo dai valori iDiziali x^^yQ passano 
ai valori saccessivi per gradi uguali o disuguali che rappreseo- 
tano di mano in mano il valore degli accrescimenti dx^ dy. Da 
Gi6 si raccoglie che Vintegrak (1) h il limite verso cui canwrge la 
somma di tuili i valori che rieeve la funzione F(xy y)Aj?Ay 
comlmando itUti i valori x^ + Ax che rieeve la x quando si fa 
Ax = hg, = b,, = h, ... nz b„, con ttUH i valori y^ -h Ay che rieeve 
la y qttando si fa Ay = k^, = k„ = k,, ... = k„, nella ipotesi per 
altro che n ed m crescano indefinitamentej doe che le differenxe 
b^, hp h,, ... k^, kfykj.... convergano indefimiamente verso lozero. 

733. ScoLio I. £) manifesto frattanto che il valore delFiate- 
grale (1) ^ in qaesto caso indipendenle dairordine delle dae in- 
tegrazioniy e che perci6 

° /- F[x,y)dxdy=J f " F{x,y)dydx. 

734. ScoLio II. In luogo di Xo-hh^y^-hk porremo in se- 
guito per maggior brevila x ey. 

Notisi che 

735. ScoLio in* Eseguite le due integrazioni indicate dalla 
esprcssione 

S^^^f\^[x,y)dydx, 

il risultalo sar^ una funzione dei limili snperiori x^y^ che potra 
essere rappresenlata da/(a;,y); perloche in virtu della osserva- 
zione che facemmo al n. 694, avremo 

Se data la funzione F(a?,y) si polesse Irovare una fanzk)nc 
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fix^y) capace di soddisfare alia eqoaziooe (2) qaaluoqac altra 
fanzionc della forma /(or, y) + 9a;-f-^ [pel; cssendo dae fun- 
zioni arbilrarie) soddisfarebbe essa pare alia cqaazione istessa. 

Or per trovare una fuozione f(x,y) che soddisfaccia alia 
eqaazione (2), potri determinarsi in primo luogo Tintegrale in- 
definito delta funzione differenziale 

JF{x,y)dx 

considerando y come coslante, e dopo avere moUiplicalo per dy 
il risultato, potri prendersi Finlegrale indefloito della funzione 
differenziale 

dyJF[x,y)dx 

riputando x coslante e y variabile. La funzione risultante da 
queste operazioni rappresentata dalla espressione JdyJF[Xfy)dx 
ovyero dsi JJF[Xyy)dydx dicesi integrcUe indefinito doppio. 

Se le due integrazioni fossero state fatle in ordine inverso al 
precedente, considerando prima x costante ey variabile, poscia 
X variabile ed y costante saremmo giunti al medesimo risultato. 

736. ScoLio IV. Ponendo z=iF[x^ y) avremo una equazione a 
treyariabili x^y^x, la quale rappresenter^ ana superficie rife- 
rita a coordinate ortogonali; e Tespressione F(rr, y]Lylix ovvero 
il prodotto z^y^ rappresenter^ il volume d'un parallelepipedo 
avente per base il rettangolo AyAj; e per altezza Tordinata x, 
Le intersezioni delle facce laterali di siffatto parallelepipedo coUa 
saperficie2=:F(x,y] determinano un quadrilatero curvilineo la 
cai proiezione sul piano xy ^il rettangolo Aj;Ay. Ora il solido V 
oompreso fra le facce laterali del parallelepipedo, la sua base e il 
qoadrilatero curvilineo differird dal parallelepipedo xAyAx d*una 
quantitA minore di 6 Ay Ax, essendo la differenza del maggiore e 
minor valore di z ne*limiti del quadrilatero curvilineo suindicato. 

IX. La cubatura di qualunque solido. 

737. Problema. Determinare il volume d^un solido qtMlunque. 
Sia X = F{Xf y) I'equazione della superflcie del solido rifcrita 

a coordinate ortogonali. Imroaginiamo questo solido tagliato dal 
piano xy e da qnattro piani parallelli due a due ai piani xz e yz\ 
otterremo in questa guisa un solido F(Gg. 34), porzione del solido 
dato, di forma prismatica, il quale avrd tutto le sue facce piano 
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traone quella opposta al piano xy che sari ciurfilinea. Or 
a determinare il volame di siffallo solido prismatico, sapporremo 
che le distaaze delle due facce di esao dal piano yx sieno dP^^^+AjB 
e che le distanze delle allre due facoe dal piano xz sieno y««yo~^Ay. 
Fatlo Aa? owero A = fcj -+•*,-+-*,-+•. ..-h/^» e Ay o?Tero 
fc = ft^ + fc| + ^s ••• + ^m s^ conducano n — 1 piani paraUeli al 
piano yxj tali che le loro distanze da qaesto sieno x^ + &«» 
a?i + Ap . . . ^„, e qaindi m — 1 piani parallel! al piano xx tali 
che le loro distanze da qaesto sieno ffo + ^o* Vi + ^i* ••••¥»• H 
solido Frisalleri diviso in pin parti tatte consimili ad esso* cio^ 
non different! da V che nelle dimensioni; ragione per cai il so- 
lido V si dovri considerare come il limite della somma di tatli i 
valori che acqnista il prodotto zAy Ax quando si attribniscono sac« 
cessivalnente a Ao; e Ay i saddetli valori, e si pone x^zx^-hi^f 
= ;5^4-t^4-*i, = .... essendo t^,,»|,tj, ... gli accrescimenti della 
funzione z corrispondenti agli accrescimenti di a; e y: or que- 
sto limite a1)biamo vcduto essere I'integrale (1), dunque 

F=: r-"^ r'''**F(x,y)dxdy. 

738. CoROLLARio. Elissoidb. Sieno a, b, c i trc assi diangnali 
deirelissoide; Tequazione della soperficie di qaesto solido, ove 
si rirerisca al sao centro ed agli assi suddetti, sara 

-. + -5^+^=1; d.qa,. = =bjy^^Jf_£i_y.. 

L'equazione della sezione della saperficie eol piano xy 6 

y = ±:-\/{a^ — x'); 

dunqne ponendo "Vi^* — a;* ) == u, 

il segmento dell'elissoide compreso fra dae piani parallel! al 
piano yXf e corrispondenti alle ascisse x^^ x^, avri per ?alore 

danque r=n^,f^^ (a» - x*)dx= nbc[x-x,- ^,(«' -x\)j 
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Ponendo x^^=Z'^anX:=za avremo F = | robe; e qaesta esprcs- 
sione rapprescnterii il tolame del solido iDtero. 



X. La quadratura di qualunque superficie. 

739. Lehma L Larea tuna superficie qualunque A e uguale 
alVarea delta proiezione P di essa fatta sopra un piano divisa pet 
coseno delFangolo che questo piano forma colla superficie istessa, 

Abbiasi la superficie BMCN (6g. 35); la sua proiezione sia 
BUfCN*; preso il piano di questa proiezione per il piano delle ocy 
e la retta BC che faccia aogolo retto eolio linee proiettanli per 
asse delle w^ a?remo, ponendo BC=zaj 

BMC = J^AMdx, BUfC ^f\M'ix\ 

ma JJf'= Alf cosAi a essendo I'aogolo che la superficie data 
Ta col piano xy , dnnque B'StC z=zcos» f AMdx e consegaen- 

tamente BMC = fBMCN= ofvero A = 



cos a cos a COS ft 

come dovevasi dimostrare. 

T40. CoROLLARio. Dalla geometria analilica sappiamo che 

1 

cos ft := -771 : — rrr» essendo « = oa? -f- ftti -4- c Teqaaziono 

del piano sn cui trovasi la superficie A^ dunque 

aeb sooo le tangenli trigonometricbe degli angoli che fanno cogli 
assi delle x e delle y le inlersezioni del piano su cui trovasi la 
superficie A coi piani xz e yz. 

Se il piano medesimo passassc per un pnnto (x^, y^^ x^), Teq. 
di esse sarebbe Ji — z^=^a(x — x^)-hb[y — y^)» 

Ci6 posto pel punto (a;^,yo,jE^) s'immagini condolta una 
tangente ad una curva descrilla sa la superficie rappresentaU 
dalla equaziono z=f{Xf y); le equazioni di siflatta tangente sa- 
ranno quelle delle tangenti delle proiezioni della cnrva istessa 
Tatte su i piani xz^ yz^ ciod (n. 330) 

dx , . dy , . 

Ora stantc Teqaatione s = f{x, y) abbiamo dz = pdx -f qdy, 
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peq essendo le derivate parziali di % Tuna presa rapporto ad ae, 
Taltra rapporto ed y; il che sigDiQca che fra le due qoantita 

-J- , -r- dee suftsislere il legame 
az az 



dx dy ^ 



climinaado le dae quantita medesime dalle ire eqaazionisaddetle, 
Tcquazione risallaote sara 

dijo cfv 
la quale essendo indipeDdente dalle quantita eliminate -r- f -# 

rappresentera il luogo geometrico di tutte le tangent! condotte 
pel punto (o^o, y^yZo) alle curve che passano per esso, e si tro- 
vano descritte su la superficie data^ = /[a;, y). E siccome sif- 
fatta equazione^quella d'un piano, si conchiude che tutte le 
tangent! condotte dal punto (a^o, Vo^^o) ^U^ curve che passano 
per questo punto istesso e descritte su la superficie data sono 
tutte siluate sopra uno stesso piano. Questo piano dioesi piano 
tangents della superficie nel punto (^^^yVo'^o)' 

Osservando che rispetto al piano tangente abhiamo a = p, 
b=qf concluderemo che I'angolo a formato dal piano istesso con 
quello delle xy d dato dalla formula 



cos a = 



\/(*+p'+?'r 



741, LEBfMA IL Proiettando sopra un piano (fig. 96) una par- 
zione Mabc =zsl di superficie curva tale che k sue dimensioni pos- 
sanoriusdrpiccolequanto vuolsip e prolungando il cilindro proiet- 
tante finchi incontri t7 piano tangente condoUo alia superficie curva 
per un punto del perimetro delFelemento a il rapporto di siffatto 
elemento aUapiccola area a' det&rminata in questa guisa sul piano 
tangente , avrd per Umite I'unitd. 

Pel punto di contatto del piano tangente coll' elemento a, si 
faccia passare un piano; esso taglier^ le superficie a ed a^ se- 
condo due linee che saranno due dimensioni corrispondenti di 
qucste superficie ; ora il rapporto di tali linee (una delle quali 
6 la tangente rettilinea deir altra) , come si dlmostrercbbe con 
ragionamento analogo a quello Tatto al n. 713, ha per limite 
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Tanild ; d*altra parte dae saporflcie Ic cui dimcnsioai corrispon- 
dcnti abbiano per limite Tuoili, debbono avere esse pure per 

limile Funitd, donques — = 1. 

742. CoROLLARio. Sia a, la proiezione comune dellearee a, a, 
sal piano ^^ ed a sia Tangolo del piano taogente ool piano xy; 
avremo a, z= aj cos » (n* 739], e quiodi 



ovvero 



Da ci6 s*inferisce Tea. - = h t; • essendo una quotn- 

^ a, cos» ^ 

i\ik capace di rioscire sempre pin piccola a misura chc \k ini- 

piccolcndo Telemento currilineo a. 

SI tro?a pure a = —^ + a^i, cbe 6 quanto dire 

a = — 2- -f. t = at\/{i 4- p* -h q*) -h t. 
cos a "^ ^ ^ ^ ' 

743. Prorlbma. Determinare farea dfuna super/ici$ qualunque. 

Sia xczFlx^y) Teq. d'una data superficie. Consideriamo 
una parte di essa, per es. MBCD{Rg. 34],che si troyi intercetta 
fra quattro piani parallel! due a due ai piani coordinati; facen- 
doci a determinarne Tarea supporremo che le dislanze dei due 
piani parallel! al piano delle yz da questo piano istesso sieno re- 
spettivamente x^eA a?^ + A, e che le distanze dei due parallel! 
al piano delle xz da questo medesimo piano sieno y^ ed y^ -4- h, 

Ci6 poslo difidasi la superficie MBCD che diremo A^ in 
ft parti mediante n — 1 piani parallel! al piano y%f e le loro re- 
spettive distanze da questo piano sieno rr^+Ao> ^i+Aa> ^t + ^19 c<^m 
supponendo k costante £ evidente che Farea A dipender^ dai va- 
lori di x^ e deiraccrescimento h; essa adunque sar& una funzionc 
di a?o+ A» e potremo porre 

A=f[x^-hh) — l[r{x^'hh^)-hf[x,^h,)....-hf{x^-+'K]]. 

Quindi passiamo a diridere .4 in m parti mediante m— i piani 
parallel! al piano xz, e le loro distanze da questo piano sieno 
yo"^*o>yi^"*i»Si + *i> ^^'> ^^ superficie MBB'c risulterd di- 
Yisa in m quadrilateri curvilinei, il primo dei quali s^taMbcd; 

51 
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Farea di qaesto quadrilatero (sapposto h coataDte) dipenderi dai 
valori di y^ e di k^e potrA rappresentarsi con f>(yo + J^o); i soc- 
cessivi quadrilateri saraono rappreseatati da 4>(yi+ii]9lKys+it)>**'' 
talch^ avremo 

pIVo + ^o) 9 <^ ^ quanto dire il qaadrilataro carrilineo Mbedf 

h k 
sappiamo essere espresso da -^-^ -+- i^ (n. 7M} dore h^ si ha per 

1 

qaaDtita costaDle, e dove cos «= -771 r-: — r: si considera 

come aua fanzionc di a? e y che potremo rappresentare ooo 
M^f y)> bea inteso che alle variabili a; e y si debbono attribuirc 
i ?aIori ^o ^ yo! ^^ siccome la qaanliU i^ 6 forza che nel limitc 

k 
sia nulla, perci6 porremo — ^ = v|/(^„)yo)f ed otterremo 

A«o + *o) = ^[Ao(*o +{«o. Vo) -+- *i +{«.. »i) - + *• 'K*,. »-)] 

ossia /(«, + *,) = *, r** ^Kao.ylity; 

qaindi /][«, + A,) = ft, f** i(«,,»)dy, 

*' to 

/I*. + *.) = hj ' >K«„ y)<ly , 



sostitaendo tali espressioni nella eqaazione (!}, ayremo io virtu 
della equazione (6] n. 691 , 

A = f[x^^h)= r^'^^dx r^'** Mx, y )dy, 



dxdy 
ovvero * — ■ ■ ^ 









\/(i-+-p'H-^"r 



nella qnal formula dovranno a p e 9 sostitnirsi le loro espres- 
sioni tralle dalla equazione x = f[x,y) della snperficie data. 

EsEMPio. Sfera. L'cquazionc della sfera aventc Torigine 
delle coordinate nel cenlro, sara 
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«*-+• y* 4- »' = r* , donde avreDDop = ,5 = — ^: 

% z 



^=r.r,^Vi^?.^i=vi;^^=ry 



si osservi che 



J 4/(r» — «» — «') 



ar sen 



^(r» _ «» — y*) - "' ~" ^(r» — «») • 



e siccome i limiti di y sono in questo caso — \/r' — x* e ■+-\/r'—x', 
percid 

passando alia seconda integraziooe, la quale si de?e estendere da 
x = — r ad a? = r, avremo 



A = j^ ^^d^ = 2ffr*; 



questasar^ Fareadi UD'emisrero; consegaentementerespressioDC 
deirarea totale dclla sfera sar^ Wr'. 



XL II calcolo delle variazioni. 

744. PringipiO. Sia Fuoa Ainzione delle variabili x,y q 
dei loro differeoziali^ ciod sia 

e immaginiaino cbe qaesta roozione provenga dalla funzione fi- 
nita 17= F(a;, y ). Se or, y si cangeranno in a? + Ajr, y + Ay , la 
Fela ITsi caogeraDDO in V-^^Vj I7+A17. La ETpubconsiderarsi 
come I'ordinata d^ana saperficie cnrva corrispondcnte alle altre 
dae coordinate or, y; I7+AI7 come I'ordinata d'an altro panto di 
qoella saperficie medesima corrispondcnte alle coordinate^+ Aj?, 
y + Ay. Questo sappone per altro che noo varino le costanti con- 
tenute in I/=zF(a?,y), n& che vari illegame di rr, y; perch^ nel 
primo caso varierebbero i parametri ovyero le dimensioni delle 
saperficie, nel secondo potrebbe eziandio variare la sua natura; 
nullameno noi rogliamo por mente anco ai cangiamenti che av- 
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vengono in F e ia l^ per it variare delle costanti o del legame 
osisteate fra x e y; ed a distingaere si Tuno che TaUro di qae- 
sli casi dal precedente designerqEDO con x-hSx,y-^Sy gli sUti 
variati (conaiderati sotto qaesto punto di fista piu generate) di 
X e di y , e con F+ Wt 17+ W gli sttii variati corrispondenli 
di F e di V. Le qaantiU Artr, Ay, AF, ACT si dlcono differenxe fi- 
nite di x^y^V^ U;Sx^By,SV^SU si chiamano variaxioni di x^ y, 
V, l7.Dopo ci6 d manifesto cbe Upassare da x, y, IT adx+Sxj+Sy, 
U+^ vuol dire passare da un punto della superficie U = F(x»7], 
ad un punto di un* altra superficie, la quale $ard nota tostochi 
sard noto il nuovo legame fra x e y. 

745. CoROLLARio. Si ?ede TraiUnlo cbe la variazione d'ana fan- 
zione u si potrd iosto determinarequando si conosceranno le va- 
riazioni delle variabili da coi essa dipcnde; Toperazione sar^ 
quella stessa cbe si fa per determinare la differenzafinita;peroc^ 
ch6 avendosi u= F{Xf y, je,...) sari 

5t« = F{a? -+- te , y 4- 5y , j8 •+- J;i, ...) — F(a?, y , I ,...) ; 

la diTersiU fra Au e ^u risalteri dalla soslitnzione dei ?alori di &r , 
£y,ec« Or Au^dtt+X (n. 169); dunqae supponendo che ix^Sy^Sx,^. 
sieno per natura loro capaci di convergere indefinitamente verso 
lo zero avremo Su = dti, purcbi perd nella espressione di du pon- 
gansi Sx, Sy , 5z, ... in laogo di dx, dy^dx, ... 

Risalta da ci6 cbe in generate ad otlenere la variazione d'una 
funzione qualunque F contenente x, y, z, ...dx^dy, dz, ... dPx^ 
d^yt d*z, ... bisogna cambiare x, y, z, ... in x + Sx, y + Sy, z + &,... 
e sottarre dal risullato la F; nella quale operazione bisognera 
considerare Bx, Sy, Sz,..., come funzioni arbilrarie la 1^ di x^ 
la 2* di y, la 3* di z, ec. Qoando poi non Torrcmo della diffe- 
renza SF cbe i termini nei qnali le variazioni non oltrepassano 
il 1^ grado^ la variazione potri oltenersi coi metodi ordinari della 
differenziazione; ciod differenzioremo la F rapportoada7,y»Z9... 
e rapporto ai diflerenziali dx,dy»...d*a;,d'y, ... ec. considerati 
come altrettante variabili, avendo cura di designare quesle ill- 
time differenziazioni coUa caratteristica S. 

Perci6 poslo F = ^(x, y, y', y", y'", ...) sari 

dV = Mdx -i- Ndy -h Pdy' -+- Qdf -h 

e consegaentemente 

5P=Jlfte + iVSy-f-Wy' + Aiy"-h 
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„ dY „ dF - dF 
ma «-5i. ^=^' ^-7^' 

•.«, dV m, dV -. <i r • , 

do?e restaDo indelerminate le yariazioni Sx^Sy^Sz,... 

746. Lemma. La variaziane del differenxiak di V i uguale al 
differenxiak deUa variazUme delki funzicne isteaa. 

iDfatti la ftiDzione V variando di?en(a F+SF; doDque it 
SQO differenziale dV di?enterd dV-hd^V; ci6 mostra die la 
variazioDO del differenziale dV non 6 altro che dSV; dunqae 

Sd7=dSV. 

7W. Problbma. Trovare k variaziom di y', y^ y% .... /a- 
sciando indeterminate k variaxioni Sx, Sy cK x,y. 

Sara w--- y ^ = ^^y "" ^^^^ ^ ^^^ ^ ^'^^^ 



<to dx* dx 



dx dx 

^ dx dx 



^ cte da? 

748. ScoLio. Qucste variazioni possono meltersi sollo una 
forma che si presli al calcolo mcglio della prccedenle. Si osservi 
che dy = y*dx\ nullameno non poiremmo porre Syny'&r , perchd 
in questo caso la variazione della y dipenderebbe unicamente dalla 
variaziooe della a?, e lungi dairessere una Tariazione propria- 
menlc delta coiociderebbe col differenziale dy; porremo adanqae 

Jy = y*Sx -f. «, 

dove a indicherft la variazione di y corrispondenle ad ud dato 
valore di x. 

Sosliluendo questo valore di Sy nel valore troTato di Sy^^ 



avremo 



^ , y'dSx -+- dy'Sx 4- da — y'dSx .^^ ^ da, . 
Sy=z =y&F4.^, 
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sostituendo questo valore di Sy' nel trovato valore di S^j avreoio 

^ « -_- ax j„^ 1 ax^ 

' ax dx dx* 

ovvero, ovesi sapponga cia; costante, Sy" = 2^'Sa!;+ — ,; equindi 

• • • • 

749. Lemma. La variaxione deW integraU di U ^ uguak al- 
r ifUegrak della variasBume delk funssioni istesse. 

Infalli sia /P= F, sari dr=V; 

qaindi SdV = SV, dSV z=:iV; 

ed ID floe SV = JSU, BJU= jSV. 

750. Problema. Trovare la variaxione delPintegrak JVdx 
essmdo V= <t>[x, y , y', y", ...). 

Si osser vi che Sjdx V = J5. Vdx 

= J[VSdx-hdxSr) = jVSdX'\'JdxSr 

= jrdSx^JdxS7=:VBx—jSxdV-i-JdxSr 

= F&ro- /(darJF— &BdV). (1) 

Cio poslo sia 
dVzzzLdX'hMdy-hNd^'i-Pdf'^Qdy'"^ 

sari ir z=LSx ^ MSy -^NSt/ -h- PS}/' -^ QSy'" -h . . . . 
e per conscgaenza 

5 r=LSx'b M[y'Sx^ a)+iV (y"Sj:+ ^)'hP{ f'Sx -f. ^)h.0( IT^ 4- ^)-f . 

ovvero 5F = (I + ify' + i^ry"H-Py'"-h Oy" + • • • •)&» 

quindi dxS V — Sxd F = [Ldx -+• My'dx -+- Nt/'dx •+•... )Sx 
4-(5f«+iVT^4-P^4- ^ At — {Ida? -1- JIfdy + iVdy' -h...)ir; 

cssiaAr5F--52-dF=(jJf«-fiV^-4-P^4-. . . .)da:; 
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sostilaendo qaesta espressione nella formala (1], avremo 
SJVdx=rSx^fMadx+fN^dx~^fP ^>+/o£»rf^... (2) 
Ora iotegraodo per parti sar4 

/jv|<te = Z^«_/«f<te. (3) 

Parimente J P^*^ = P^-J JS^*' ' 

ma per la (3) J-^^^=^i^*-J ^Si^^^ 

daiiqae J P-^^ = P-^~ ■^* + J ^S^*^ ■ (*/ 
Mediante la integraziooe per parti avremo pare 

maperlaW J --dx = ^^--^ » + J c^^dx, 

danque J Q ^dx=Q^,- ^^+ -^, a - J »-^ds. 

Lo stesso pu6 farsi pei susscgQcnti termini della (2): adan- 
que sostituendo otterremo 

5; Fda: = FSa? -hJ^Madx 
-4-iVa — / a T— dx 

dec dP r d*P 
-^ ' S - *^ * "^ */ "IE? «** 

^d'» dQd» d*(? r ^Q^ 



e qaindi 
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^d«r dx^ dx' / 

ff»f dR ^S \ 

'^dS?\^~"di'^dP ) 



r , r „ dN ^P ^Q \ . 

ma« = Sy — ^'50?,^^ = ^— y"5«. xn = V— »"*»»• • • • 
per consegocaza 

_H(5j^-y-5a:)(p-g+g-...) 



r J ( MM dN ^P fiQ \ 



oT?ero 



!/rir=te[f-,'(»-§+...)-S»(P-g+.. ) + ...] 



-'.("-S-S---) 

+v(--^+S-...) 

-v(<.-g^-g---) 



r J, ( MM «« t^p \ 

^Jadx[M-^-^-^r-... j. 
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?5i. CoROLLARio. Prcndendo Finlegrale dentro i limiti Xf^^x^, 
e designando con F^, y'^, iV^, P^, P'», Q\, cc. i valori che acqui- 

stano le qoantita F, y\ N^P^-r- , ~ , ec. quando si pone x = ar,, 

e con F^, y'o» ^o» 'o» ''o» Oo> ^<^- * valori che acquistano le qaan- 
tiUi medesime quando si pone x=Xf^y avremo 

- 5«[K,-V,(^-i»'. + •••)+ J^'oC* -C. -f-.~)H-...] 

+ ^l/{Pn'-Q'n-+-'-)-Sy'{P,-Q\ + ...) 



752* Pringipio II. L*integrale deGnito sara un massimo o un 
ninimo secondoch^ la variazione di esso corrispondente alle va- 
riazioni Sx,Sy,Sy\,.. inGnitamente piccole aUribuile alle varia- 
bili sard negaliva o positiva; si nel caso in cui piaccia di pron- 
dere SxySy^S^^... tuUe positive, come in quello nel quale si 
prendano tutle negative. Per conseguenza quella parte della va- 
riazione dove entrano soltanto le prime potenze di Sx,oy dovra 
esser nulla; e come siflTatta parte 6 appunto qaella che abbiamo 
delerminata avremo 

(i> indicando la somma dei termini della variazione posti al di 
fuori deirintegrale. Questa eqnazione dee snssistere qualnoque 
sia a, cio^ qualunque sia la variazione della y corrispondente 
ad an medesimo valore della x; danque il termine integrate della 
equazione che abbiamo ottenula dovr& essere ugaagliato a zero ; 
per cui avremo 

di queste eq. la 2* appartiene a tutti i punti della curva; essa 
racchiude le quanlitdi x, y, y', y", y"' ... y"\ c integrata far* cono- 
scerc il legame che dee susaistere fra^^ y acciocche la condizione 

55 
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del massimo o del mioimo sia soddisfatta; vero e per6 che Tin- 
legrale risultaate conterri tanle coslaoti arbilrarie qaante anita 
saranno neH'ordiDe massimo delle derivate s^, }f\ ...y^ Qaanto 
all'altra eqaazione u = £ a dirsi cbe se le rariazioni Ix^ , 

^Vo* ^V'o» ••• ^^»» ^Vh' ^y'ni •*• saranoo arbilrarie, il coeflBcieafe 
di ciascQaa di quesle eqaazioai do?ra essero ugoaglialo separa- 
tamcDte a zero; perloch^ avremo altrettante eqaazioni cai dorra 
soddjsfare i'espressione ricbiesta di y ia x qoando si attribairaoDo 
ad X i valori estremi Xq^x^. 

753. Scotio I. Se ollre x^y,y\i/'j... Ia fliDzione F conte- 
nesse pin altre variabili e le loro derivate v, si, !i\ ... , t, i^ f. ... 
a?remmo 

dV = Ldx -^ Mdy -h Ndy' -{- Pdy" -^Qdy'^-h. . . 

M,dz-hN,dz:-^ P,dz" ^ Q,d:i" ^ . . . 

• • • ■ 

Laondela Tarrazione S fVdx si accrescerebbe di tolli i 

termini provenieoli dalle variazioni dello nuove quantili; i quali 
si otterrebbero ponendo Sz = z'Sx -f- a, , 5/ = t'Sx •+- a„ ... come 
gi& ponemmo By = y'Bx + a- UguagliaDdo la variazione mede- 
sima a zero avremo una equazione risolubile come la prece- 
deote in piu allre, e perchd A^, a,, ... si stimerebbero indeterminate, 
e perch^ Sa;^, Sy^, Sy\f..> Sx^y .. 5^o> •• ^^n ••• ^^ ripaterebbero fun- 
zioni arbitrarie; dunque ponendo 

ayremo w-+-w, h-w, 4- •...=: 0, 

/{oiSdx '-\- A^S^dx -i- A^S^dx -b ...) = 0, 

c per consegaenza S = 0, S, = 0, S, = 0, ... 

754. ScoLio II. Se le fanzioni y,x dovessero soddisfare ad 
una eqaazione ^(ar,y9Jc)£=:0, le variazioni Sx^Sy^Sx dovrebbero 
esse pure soddisfare alia equazione 

|sx+|5y-H|5,=:0; (5) 
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essa ci darebbe iz in fuozione di ix, $y, e qaesto yalore poslo 
nvslla espressione della variazione 5 / ""Vdx Tarra ad eliminare 

Ss ossia rindeterminala a, sotlo il segno J*; laonde ayremo una 
eqnazione di meno per determinare le relazioni tra x^ y^ js, ••.; 
ma in luogo di essa avreroo Feqaazione ^(^, y,2) = 0. Imperoc- 
cM la quantii& posta sotto il segno / cbe dee ugaagliarsi a zero 
6 della forma 

(tS -f- a>|lJ|y 

inoltrefeq. (5)quando8i&cciaSy=y'Ja;H-a,S5J=j5'&r4-«p ci da 

epercM gd, + |dy4-|d,=0,ric«mi |« +|«.=0, 
doade si ha »| = *-^ ^ : j-^t ^ quindi 

»S -4" *f5| dr fltS -^ •Ts ftd|^ 

dz 
quesU qoaotitft doveodo esser nalla qualunque sia « ci da 

& * 

dx 
Di qoesta gaisa si banno le due eqoazioni 

In luogo delle dae 5 = 0, S| ^ 0. 

755. CoROLLABio. Sia Pintcgrale proposlo j ''flx^y^^y^^ix; 



'o 



ditUngaeremo due casi , cioi the le yariabili x^ y, z Don sieno 
legate fra loro da alcana eqnazione, e in secondo Inogo cbe deb- 
bano soddisfare ad una relazione data. 

I. Supponiamo cbe x^y^z non siano legato fra loro da al- 
cuna equazione; le equazioni 5 = 0, 5| = si cabgeranno in 
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qaesle due equazioni simultance del 2° ordioc iotegrale che 
sieno faraano conoscere i yalori di y e z id fuozione di ^ e di 
qaattro costanti arbilrarie 

y = yl,[x,A,B,C,D), z = p[x,A,B,C.D]. (7) 

Inoltre reqaazioae w -f- w, h- w, 4- .... = si caogeri Iq 

[r—Ny' — N,z')Sx^NSy'hN,Sz = 0, (8) 

cui dovranno soddisfare i valori a: = rCo» y = ffoi «=*o > ®^ ^ =^«» 

l*'. Se uno dei dae panli per es. (^o»yo«^o) °^" dovri sod- 
disfare ad alcuna condizione, 1e variazioni Sx^Sy^Sz saranao ia- 
dipendenti fra loro, i loro coefficienli saranno nalli, per cat 
avremo ire eqaazioni 

/{a?, y, «, y', «') = 0, x(^» y» *» y'' «0 = 0^ vKar,y,a;,y',a^ = 0, 
le qaali dovranno esser verificate da x =: x^^y = y^^ z=: x^. 

2^ Se qaesto medesimo limite (^o^yoi^o) ^io^^^se soddisfare 
ad una equazione data J^[x,yyZ) = 0, avremmo 

eliminando h per mezzo della (8)9 Tcquazione risultante conler- 
rebbe le due indeterminate ^a;,Sy; uguagllando a zero i loro 
cpefBcienti si otterrebbero due equazioni che unite alia data 
f[x,y^z) = sarebbero in numero uguale alle precedent!. Se 
fosser date due equazioni ^ = 0, $i = 0, ragioneremmo nello 
stesso modo. 

Ci6 posto S facile vedere come possano delermtnarsi le co- 
stanti AjBfCDei limit! [x^, y^, z^)^ [x^, y^, 2J. Le equazioni (9) 
debbono essere soddisfatte d9iX = x^^y=zy^^z=^z^eisLXz=zx^ 
y=:y^^z = z^, Avremo adunque cinque equazioni relative al li- 
mite (a?^,yn«2n)9 ^^1^ equazioni saranno adunque sufficienti a de- 
terminare i limiti e le costanti. 

II. Supponiamo in secondo iuogo chear,y,js debbano sod- 
disfare alia equazione F[Xf y^z) = 0; allora in iuogo delle equa- 

zioni (6) bisognera fare uso della eq. S ^ S, t — 0, la quale 

si cangia nclla segucnte 
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/-. dN\dF /„ dN,y^dF . ,., 

da CQi eliminaodo x per mezzo della equazione F[Xf y, js) = , 
avremo ana relaziooe fra :r e y del 2° ordioe. Inlegraodo avre- 
mo y in funziooe di a? e dclle slesse eostanli. I valori di x^, y^^y Zq 
^fl»9 Vft* Vn s^ determiDeraoDO come nel caso precedente, osservaodo 
che essi debbono soddisfare alia cqaazioDe F{x, y, 2]. Cosi a?remo 
otto eqaazioDi soflScienti a determinare le quantita a^pyy^^jSo, 

EsBHPio. Trovare la minitna distanza fra due punti. 
L'iotegrale di cui dovremo trovare il mioimo yalore sara 



*0 



d7 . „ dV 



edayremo F^Vi+y' + A JIf = -p= 0, 3fj = -^ =0; 

yi + y'« + ;g^' * ^\^\j^^i^' dx ' dy ' 
coDsegaentemeiite 

se.qaeste eqaazioni si risoWessero rispetto ad y' e ^k' risaltereb- 
bero queste due qaantita aguali a due funzioDl C e C^ per con- 
seguenza ngnali a due costaoti arbitrarie ; dnnque porremo y = a, 
2'=:aj, donde si ha 

yzrzax-hb, « = a,ar4-6i. (10) 

Da ci6 si raccoglie che qualanque sieno i limiti la distanza dovrft 
essere misurata sopra nua linea rella. 
L'equazione (4) diventa 

Sx -f. y'Sy ■+• s!Sz = 0. (11) 

Ora l"" se il punto (aro* y^vi^o) ^ fisso avremo Sx^SyySz nulle; le 
coordinate x^^y^^z^ dovranno soddisfare alle equazioni (6) per 
cui avremo 

y^=ax^-h b, jro = «i*o -*- *i- 

^ Sc il punto [x ,yo,z) dovra soddisfare alia equazione 



438 II. GALCQLO IKTBGRALE 

F(rr,y,5) = 0, avremo 

dFj dF. dF. ^ 

eliminando Bz fra questa e la (11) avremo 

/ ,dF dFy^ . / ,dF ,dF\ . 

^ da? dz* dg ^ dz dy ^ dx 

ma y'=:at)s':^a|, duoque 

dF___ dF dF_ dF, 
dz da? ' dy da:' 

nelle qaali equazioni dovremo fare per altro x=ix^^y=y^ 2=^a- 
Qaeste dac eqaazioni si unirannoalle altre treF(Xo,yo«^o)=Of 
y^=aar^4-6, ir^ = a^ (t^ -h Aj, e cosi si avranno cinqae eqaazioni 
fra a:^, y^, z^, e le costanti arbitrarie a, 6, a^, ij. 

Duoque per ciascuno dei punti {arQ,y^,jK^)»(a:M,y»9JEj si nel 
case in cui sieno liberi, come nel caso in cul sieno costreCti a 
soddisfare ad una o due condizioni, si trovano sempre due eq. 
fra le quattro costanti a^h,ai^h^. Conseguentemente per meno 
delle condizioni relative ai limiti si potranno sempre determinare 
le costanti arbitrarie. 

3^ Se la piu breve distanza dovesse misurarsi sopra una sa- 
perflcie la cui equazione fosse F(a:,y, js) = 0, avrebbe laogo lo 
vcce delle due equazioni (10), Tequazione (9), orrero 

dJidF dN.dF ^ 
dx dz dx dy * 

questa equazione del secondo ordine congiunta alia equazione 
F(a;,yyZ)=Odara y e zin funzione di a; e due costanti arbitrarie. 
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APPENDIGB \. 



Le differenze finite. 

1. Definuione. Sia y=zFx\ supponiamo die la x cresca 
success! vamente della quantiU costantc A; i valori che acqui- 
stert la fanzione saranno 

Fa:, jF{aj •+• A), F(a: ^- 2A) , . . . F(a? -+- nA) 

qaesti valori si diranno siati sticcessivi dclla funzione Fx; Fxsara 
il primo statOf F(x + h) il secondo stato^ F^x + 2k) il terzo siaio 
F{x-+-3h) il quarto statOy ec. ar, arH- A,xH-2A,ap-h3A ec. sa- 
ranoo per conseguenza i saccessivi slaii deUa variabik. 

2. Principio I. Indicando con x^ XiyX^yX^f...x^ i diversi 
stati della variabile, e con y,Sf,,y,,...yK i corrispondonti stati 
della fanzione, avremo 

y^ — y =Fx^'^Fx =Ay, 

y, — yi = Fx,-^Fx, = Ay,, (1) 



in generate y« — y^^, = Fx^ — Far^^ , = Ay^_ , ; 

Ay, Ay,, Ay,, ec. indtcheranno ordinatamcnte le differenze fra yi 
e y , fra y, e y I > fra y t e y I , ec. cioe gl' incrementi saccefltiv i della 
fonz. y. RisuUa fraltaoto che Tn"^ stato dclla faoz. sar^ espresso da 

y„ = y -f- Ay + Ay, -f Ay, . . .. 4- Ay„. ,. (2) 

3. ScoLio I. Siccome riDcremento k ^ una quantila co- 
slante, sara Ay una funzione di rr, e di questa funzione polrenio 
delerminare la differcnza in quella gnisa che si determina la dit 
ferenza di Fx. Or la differenza di Ay doTrA indicarsi con AAy; 
cosi AAAy indichera la differenza di AAy; AAAAy iadichcra la 
differenza di AAAy, ec. Ad esscr piu brevi, siffallc differenze si 
scriveranno in questo modo 

Ay,A'y,A»y,....A"y; 

e Ay si A'lvh differenza del 1^ ordine di y , A^y differenza del 2"^ or* 
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dine di y, ec. A^y si dira la diiferenza del vT* ordine; bene si 
vede che la differenza di un'ordine n qiMlunqm sard la differmxa 
della differenza delT ordine n — 1, cioi delF ordine inferiore iuna 
unitd'j il qual principio pu6 esprimersi cosi 

A-y=:AA— V (3) 

4. ScoLio II. Nella equazione (2}, y^ 6 espresso per le dil- 
ferenze del 1^ ordine dei successivi stali delta funzione; or ?e- 
diamo come y^ possa esprimersi per le differenze successive di y, 
Porremo a tale oggelto i dae lemmi segaenti. 

5. Leum A I. La differenza del prodotlo d^una costante per 
una funzione i ugtwk al prodotto della costante per la differenza 
della funzione. 

Sia y=zApx^ dove A si suppone costante; sara 

Ay = Ap[x 4- fc) — Apx = A[p[x H- *) — ^a?] = A^px; 

e quindi A*y = ilAV, A'y = A^\x, .... A*y =:A6!^px. 

6. Lemma II. La differenza n"*' d'tin polinotnio i la somma 
delh differenze n^ de'suoi termini. 

Sia y =zH)a; -h Nj/a? -H x^ "*-•••• i avremo 

Ay=r(f){afH-ft)-f-\|;(arH-A)-hx(^~H^)—--^* — ^^ — X^ — ^...=i:A(pj?4-A\|;«4-Axx-H. 
quindi A'y = A'(|ia?-h A*\|/j? + A'x«-f--.. 

A'y — A'9>a:-f-A'\par-4-A'x^-l--— 



A*y=A"^-+-A*vpa?4-A"xa^ -+-... . 
7. PftiNCiPio II. Dalle equazioni (1) avremo fraltanlo 
y, = y + Ay, y, = y, >i- Ay^, y, = y, . h Ay„ ... y^ r= y,_, 4- Ay^,; 
e quindi 

ya = y + ^y + ^(y ^- ^y ) = y -^ 2 Ay 4- A'y, 

y3=:»-f-2Ay4-A'y-h A(y4-2Ay -hA'y)=y-h3Ay-h3A'y4- A*y , 

y— y-f3Ay4-3A»y-f.A»y-hA(y+3Ay-f-3A«y4-A'y) 

=y 4- 4 Ay 4- 6A*y4- 4A'y 4- A*y, 



n . nin — 1) n .»_- ». i,» 

»» = y 4- :j Ay 4- ^^ 4- .... 4- j A*-*y 4- A"y. (4) 

Inratli supponiamo che fino ad an ccrlo stato y. siasi la legg^e 



a maJCOLo intbgralb Ml 

rerifioata meditPte il cdcolo; lo state sussegaeatey..! sard 

sostitoendo io quests equazione le espressioni di y^ e .di Ay. che 
si haooo dalla equazione (&] aTremo quella stessa espressione di 
Va-m che potrebbe dedursi dalla eqaazione (&) medesima, ponendo 
n-f-l in laogo di n; donqae Tequazione (4) A yera anche nel 
caso, io coi n si mati in n + 1, e per cooseguenza vera qoando 
n si mnti in n + S, io n + 3^ in n + 4,.... inn+p, che d 
qoanto dire vera per qaalnnqoe siato della fanzione. L'eqna- 
zione (4) serve adunqae ad esprimere nno stato qualonqae della 
flinzione y mediante le sne saccessive differenze; essa pa6 met- 
(ersi altresl sotto la forma segaente; 

F(a?-Hi*)=Fx-f- J AFo? 4- ^l^j^^A^Fa:.... + j A"-"*Fa?+ A"Fa;, (5) 

8. Prihcipio III. Dalle eqaazioni (1) si ba Ay = y, » y ; 
qoindi A^ = Ayf — Ay ; il ehe vnol dire 

A*y=(y,— y,) — (y, — y)=y, — 2y, + y; 
laonde sari A'y = Ay, — SAy, + Ay ; il che vaol dire 

^•y=(yi-yi)— 2(y,— y,)+{yi — y)=y.— 3y,-h3y,— y; 

e cosi di seguito; adanqae avremo in generale 






Infiitli snpponiamo che fine ad una certa differenza, per esem- 
fio fiiio aUa difforenaa A"y sia slata la legge dei termini vorifi- 
caia ool ealcolo; la differenza sossegnente A"^^y sar& 

AA*^ = A**V = A»« — jA»i^i -4- ^^^J--^ Ay^t 

aoatitnendo in qnesta eqaazione le espressioni di Ay«,Ay^p...Ayp 
Ayp Ay date dalle eqaazioni (1) avremo 

A"**y=(y^,--yJ~(y,--y^,)4-^i^=^ . 

e facendo le opportane ridazioni troveremo qaella medesima 
espressione di A**^y , che si pad ricavare dalla (6) ponendo n + 1 
in laogo di n; danqae Feqaazione (6) ^ vera anche nel caso in 

d6 
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cQi n ^ cftogi ia M-h 1, e per coMegaema tcM per qnahnMiiie 
ordine di differenze. 

L'eqaazione (6) serve in questa gtiisa ad esprimere una dif- 
ierenza di qnalUnque ordine della fnnzione mediaiite i suoi sac- 
cessivi stati; t^Ie equazione pa6 mettersi altresl sotto la forma 
scgucnte 

A-Fa:=F(a;H-n*)-jF(d?+(n-l)ft)+^i^V{a;+{n--2)&)— .^ 

9. ScoLio I. Qaesta equazione consegue fmmediatameote 
alia espressione della 1* differenza 

infatti h essendo rincremento oostante della x si ba 

A^Fx=AAFx=F[x^2h]—F{x-hh)^[F[x-hh)-^Fx] 
=F(ar-f.2*>— 2F(a?-4-&)4-Fi? ; 

A'Fx===^^^Fx=Fix-h3h)—2F{a-+MyhF(x+h)--[F[ii^^ 

= F[x 4- 8A) — 3F(fl5 4- la) H- ZF[x -h J^4-Fa?, 

e cosi di segttUo; ciqd continctaiido dt qoesta gaisa verreino a 
stabilire Feqaazione (7]. 

10. ScoLio II. Le cquazioni (&-] e (6] possono meitersi sotto 
In seguenle forma simboiica 

», = (1 + Ary, (S) 

A'^ = (y-ir; (9) 

pnrchd fatto lo sviluppo di (1 + A)" ai cooaideriiio gU eqpoMttli 
di A come rappreseBtaDti grindid deU« snoeetaWe diUmiiie dl 
y, e fatto lo sviluppo dl (y — l)*" gli espooeoti di y n acrivMo 
al di sotto di questa lettera per modo che vengano a rappreseo- 
tare grindici del diversi stati della fuasioae. 

11. Dbfinizionb U. Una funzione Fx si dir4 integrak d' al- 
tra fouzioile ^ allorquando qaesta sari la diffetenia fiuta 
della prima. 

12. ScoLio I. Secondo questa definizione integrare tuoI dire 
trovare una funzione di cui un*altra ftuusione data sia la diffe- 
renza finite. I metodi che si usano ad ottencre glMntegrali delle 
diflferenze finite si comprendono tutti sotto il nomc di calcoJo m- 
verso delk diffsrenze; dicendosi percid calcoh dintto qoello che 
mira a trorare la differenza d'una funzione data. 
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13. Sgolio IL Id qaella gaisa cbe si asa il segno J ad indi- 
careana somnia di qaantiU differeoziali, ossia an inlegrale 
propriamente detto, cosl si asa il segoo 2 per indicare una somma 
propriamenle delta, ossia la raazione di cai qaella che ti»f asi 
aolto siffatta caratleristica i la differenza finita. 

ik. PamGiPio. Sappooiamo che Fx sia T integrate di fx; 
sari fx la differenza finita di Fx; per cai avremo 

2fxz:^Fx, /5r = AF«; 

sostitoendo AFx ad fXf la prima di queste eqaazioni diverra 

lAFx = Fx; 

danqae riniegraxume 2 ifuna funxUme preeeduta daOa earatU- 
risiica A $i ford sopprimendo questa caratteristka. 

II che vaol dire che le caratterische 2 e A si elidono vi- 
cendoYolmente in qaella goisa cbe si elidono le dae caratteri- 
stiche Jed. 

15. Lehha I. Vintegrale 2 del prodoUo tuna costanU per 
tma funxbme i uguaJe al prodoUo ddia eoilanie per rintegrale 2 
dettafimxiom. 

Peroocbd esaendo AJLpx === A^fx , sari 

2itAyflp = Aipx = ii2A^g. 

16. Scouo L Si ay veria che essendo A[a + px]= Afia;, sara 

2Af>rr=:a + ^; 

donde risalta che airintegrale 2 d'ana fanzione dovremo sem- 
pre aggiangere ana costante, la quale rappresenteri tatli qaci 
termini delta fanzione primitiva che hanno dovuto sparire 
pmdendooe la differenia. 

17. Scouo II. La diffsrenza finita d'ona costante d nalla. 

18. Lemha II. Uintegrdk 2 cTun potinmmo i la mmma 
degU iniegrali 2 de^moi termini. 

Perocchd essendo 

sara <ia-4-\|«a:-+-x^-*- — = 2(A^g:-hA4/a:^- Axx H-—); 
ma f»a; + x|^ -f. x^ + ••••= 2Af>ap + llk^x + 2Ax^ +•• • 
donqae 2(Af»a:-i- A\l/a?+ Axo; +•••} =^^9^+ ^4'^+^^X^+ •«* 
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19. ScoLio. In Tirtu di qaeslo lemma reqaazione (3) dar& 

OVfilO 

^Fx^ = IFx -h Fx^ -H Fa?, -f-JFor, h- . .. 4- Fa?,. , ; (11) 

dove ly^ ovvero 2Fa;^ esprimeii la costante arbitraria cai dee 
far laogo riDtegrazione. 

Yolendo asare rispello agli iotegrali 2 il medesimo mode 
di scrittora che gii usammo rispeUo agli iategrali definiti 
[o. <h90 (7]] doTremo porre 



2Fx, — 2Fd?^= 2 * Fa? , 
e qaindi 

!•" Fx = Fx 4- Fxi -f- Fx^ ... -4- Fx^^^. (**) 

■0 

Talvolla la caraUeristica 

si nsa ad esprimere la somma del valori di Fx corrispondenti a 
tatti i valori della variabile x da x^ ad x^ iDclosiTamente ; la 
fommla pT) dimostra per altro cbe ove si vogliafarservire il se- 
gno 2 ad indicar Tintegrale d'una differenza finita ^ d'oopo 
escludere da siffatta somma rnltimo termine Fx^* Nel caso oon- 
trario alPoggeUo di togliere ogni ambigaiU sosUtniremo al se- 
gno 2 il segno S; digoisacb^ sarA 

S*" Fx = Fx. -j- Fa?| 4- Fa^, ... H- Fx^. (*3) 

90. LMntegrazione 2 pa6 ripetersi indefinitamente eome si 
ripete Toperazione inverse indicate del segno A; in virtn della 
formnla (10) sarA 

22y. = Vy^ = 2V H- 2yo "^ 2y, .. . -h 2?^. ,, 

22V» = 2»y, = 2\ + 2\4.2^y,-.. + 2«y^„ 



Or siccome 2yp2y,,2y„ ec. in Tirtu della fbrmala (10) ri- 
saltano espresse in Ainzioiie di 2y^, perci6 e manifesto cbe Tespres- 
sione di 2'y. racchinde due costanti arbitrarie cio6 2*y^ e 2y^; 
Tcspressione di 2*y^ raccbtade fre costanti arbitrarie l\,fy^. 
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2y; ee. danqae in geDerale il Talore ddl'tfile^afe indefniio 2*y. 
dipenderA da m cosUdU arbitrarie. 

91. ScoLio. Or ci faremo a determinare le differenze deHe pin 
semplici faDzioDi algebriche e traaceDdenti. 

1® Sia y=fx ana fnnzione iotera e razionale di x: qnesta 
fkinzione si comporri di termini della forma ax^, a indicando una 
qnantiUi costante ed m an namero intero e positiTo; ci6 moatra 
che la ricerca della differenza d*ana fnnzione siffatta ai riduce a 
qnella della fanzione semplice x\ Poniamo adunque y^ = a?*, 
y^z=:[x-h^)^fec.; per la formula newtoniana del binomio 
avremo 

Ay<j = Ajc* = rnx'^^^Ax 4- m — 5 — ^••■"•Ax* -+-... W 

e quindi 

ffi — 1 

Ayi = m (a? 4- Aaf)*"'*Axc 4- m — ^ — [x H- A«)*""'A«*-h ... ; 

laonde risniteri 

A*yo = A*.«"=fii(m—l)a:""*Aa?* -+-.... 

Nello slesso modo si troverebbe 

A'jo = A'jt* = m(m — 1) (m — 2)«*"»Aa:» -+-...; 

ed in generate 

A».x- = m(fii — 1) (m — 8) ... (m — » -+- Ijar^^-Aa?* -f- ... 

Da ci6 si fede aneora cbe 

A*jp" = ml^m — 1 ) (m — a)....3.2.1.Ajr; 

e sicGome qnesta differenza d costante d forza che le differenze 
saperiori sieno nnlle. Dnaqae fn"* differenxa di qudUivogUa fim- 
xume iniera raxumaU del grado m i costante e 'le differenze nipe- 
riori son nulle. 

S° Sia 9 = 0*, aTremo 

Aa' = a'(aA' — 1), (15) 

AV = d"(a^' — 1)\.... AV = tf'{a^* — !)•. 

3° Per le note formnle della trigonometria avremo poi 

A8enx= 2sen| A^. cos(jp + jAx) (16) 

Aco8a; = — 2seni Aa?.8en(d; + iAa;) ; (17) 

donde s'inferisce che 
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A*fleo « = — • 4 MQ* j Aos. sen ( IB + i Aop ) , 
A*co6x = — 4 tea'} Adp. cos (dp + Ax); 
ed in generate 

A*" sen a; = :i= 2*" sen *" iAj?.8ea(«-4-iiAdp), 



A** cos OP = =b 2** sen *" { Ao;. cos ( jp + iiAff), 
A»"+* sen a: == =b 2«"+* sen *** J Ax. cos ( « + ^!^y^ Aaj). 

A*»+^cosa? = =fc2*"**sen*"+*iAr. sen (a: + *^Aa:), 

dove avri Inogo il segno soperiore o il segno inferiore, seeondo- 
cbd n sari pari o dispari. 

22. Sgolio. Qnesle formale giovano poi a stabilime allreitante 
rispelto agli inlegrali 2. Restringendoci per breviti alia ftinzione 
0?"*, A facile vedere chela formnla (14], ore si aosUtoiaca m+ 1 
ad ffiy ci Ak 

(m-f-l)iii(m — 1)« -...^ . 
e qnindi 

"* - (ir+Tj5S L i.a ^ ^ 1A8 ^ ^-J 

Faceodo soccessirameote m=0,=:l,s9,... si tnn 

Ac 
, » 1 «* 1 

SX* = T . — ^— ST a?* -4- ;r-x X*AX. 

4Ax 22.2 * 



per meiio 4f qaettte formnle potri sempre aveni riolegralA 2 di 
qaalanque fanzione algebrica razionale e iotera. 

Se la fanzione di cui vnolsi F integrate 2 fosse ana ftinzione 
composta, dovremmo innanzi tatto procurare di risolverh in ftin- 
zioni semplioiy e far cadere I'operazione sa qaeste. Se fosse an 
prodotto di pin fattori dovremmo fare la moltiplicazione, come 
si yede nel segaente esempio. 

Sia JE = (a? H- a) (a? + &) (^ -+- c ); svilappando ayremo 

«=«*-|-(a-f-6H- e)a? H-(aiH-ac-f-Jc)«-f- abeac^ , 
e integrando 

2ji = 2«* 4- (a + 6 + c)Saf* -h (oft -f- oc -f- bc)lx 4- abcls^ ; 
sicchA resteri solo che si sostitaiscano i valori gii troTati di 

V'hanno per altro dei easi nei qaali I'integrazione S d'on 
prodoUo pa6 farsi senza effettoare la moltiplicazione; ed nno di 
tali casi si i appunto il seguente, in cm i fattori formano nnia 
progressione aritmetica. 

Siaii=flp(ap + A)(^+2%) ...•(« + m&)» ayremo 

Az=:{«H-*) {a? -+-2*) .^(a?-f.(m-h I)*)— x[x-hh) (a?H-2*),..{« -4-mA) 

= (x-hk) (rt +3A) ... (op + mA) [m+ 1)A; 
e coosegaentemeole 

Ora integrando rjsnlteri 

ovyoro sostitaendo a? — A ad d? ed m + 1 ad m, 

2x(aH-A){«H-2*M*+«*)= («-*M*+;;;(^+j^M^+'^) . (9) 

Sia f ={na?+a)(fUB + a+nA](nap+ a +SnA)....(fUP+aH-iiiiiA) 

ad ayer Fintegrale ci potremo seryire della formula preoedente ; 
basteri sostitoire nx + aadx^ednAadk. 

Risolta fratlanto cbe in siBMti casi Fintegrale d nguale alia 
differcnza moltiplicata pel fatlore cbe in ordine alia legge pre- 



448 IL CALGOLO niTBGBA&B 

cederebbe il primo ddla diffiereoza, e divisa pel nomeio dei fat- 
tori che fiene ad aver I'iQtegrale e per A. 

EsBMPio. Sia « = rt(dP + A) (x-h2A)(x + 3A); rindicata 
regola di 

(x — h)a!{X'h h)[x -h 2A)(flp -f- 3h) 
^ = ^5^ . 

Passaodo alle raoziooi fratte razionaliy preaderemo a deter- 
minare rinteerale della frazione . 

Si osserfi che A — ■ — == 



integraodo e sostitaendo A a Ajp avremo 

A 






op + a 



quindi 2 = Z 



&r + 2A 



EmiFio. Abbiasi la frazione « = 



in parti, arremo 



= — * * 






h X k x-t-h h S + 2A* 
or fKendo nella formula preoedenle ^ = 1, a = si Irova 

2i = 2-J i. 

X X 'j' n X 

sostilaeDdo qoesto valore, risalter& 

2,=:Bs|J[ L_I_JL 

h ix-^h x-\-2h) hx 

A x-hh hx A[j; + A Ax 

Venghiaino a dire delle funzioni trascendentL La formala 

,M^\ J. i ft\ A sen a? 

(16) di cos [X + ih) = 2^^^ 
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e sostitaendo x — ihdii Xy cos x = ^^^ 77 ; 

2 sen ^A 

quindi 2 cos a? = -rr^ — rtH 4- C. 

^ 2 sea JA) 

Dalla (17) si ha sen [x + \h) = — A£21£ , 

^ ' 2 sen i&) 

c sostitaendo a? — i& ad d?, sen a? = cos[a?~, ) 

* 2seniA) 

qaindi 2 sen a = — — rr — rr-^ -4- C. 

^ 2 sen |A 

Or si osseryi che Ala? == if l -f. ~ ^ ; 
faceodo 1 h — =y, otterremo a?= ^, e qolndi 

Of vero, matendo y in x, lAx = i 



Finalmente osserrando clie dalla fomiDla (IS) si ha 



<*• = 



oV_i' 



avremo Sa* = -r — r + C. 

a*— 1 

Agevole riesce pore la integnzione ddla fansione tf^, qaan- 
do abbiasi y = 6 4- ca: -h ear* -h /ar* h- . . . . 

ciod qaando y sia aoa Toazioae iatera di x. Infatti poniamo 

S.a*(6'+ ca?4- ea?* + ...) = a*(A -h IJx-f- C«* -+- ..., 
prendeodo la diSerenza di ambedae i membri af remo 

a*(6 H- c« -h ea?* H- .•.) = if'^\A'\-B[x h- A) -j- C[x + hf -h ...) 

— a*(il -h JBa? 4- Ca?* 4- ...) 
:a'[ila*-f-*a*a:4-i?o**-h Ca^x^-hiCt^hx-h Ca^h\^—A—Bx—Cx\..] 

=ii'[A(a*— l)+«(a*- l)a?4-C{a*— l)a?*4-M. 
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cd ugaagliando i coefF. delle medesime poteoie della s vcrri 

6 = il{a* —1)4- iBa*A 4-Ca*V 

c = -ff(a* — 1) 4- 2Ca*A -+- ... 
^=C(a*— l)-^... 



I™ •• • 



23. ScoLia Ora scendendo a mostrare alcani osi delle for- 
male suesposte diremo ia prima di qaelle aUinenti alle diffe- 
reoze • e mostreremo come la formula (k) giovi a determinare 
il termine generale d' ana aerie qaalaoqae di numeri figarati. 
Si scrivano percid i oameri figarati del 1^ ordine, del 3^, del 3^, 
del 4°, ec. nel modo che segae; 

r ordine 11 1 1 1 . 

T ordine 12 3 k 5 . 

3' ordine 1 3 6 10 15 . 

kP ordine 1 4 10 20 35 . 

5"" ordine 1 5 15 35 70 . 



la legge della formazione di tali nomeri consiate in qaeato* che 
uno qaalanqae di cssi si ottiene aggiangendo a qaello da cai d 
precedato, qaello che nella fila precedence gli ata al di sopra. 

Ora i termini d*un ordine qaalanqae si possono considerare 
come i valori y^t ypViy ...che acqaista saccessivamente ona faa- 
zione y pei valori attribaiti di mano inmano alia yariabile,y,»_, 
rappresenterii il termine generale cio6 il termine iiT della serie. 

I termini generali del primo ordine e del secondo sono efi- 
dentementc n^ = 1, ed n. 

Per trovare Fespressione del termine generale de'nameri 
del tcrzo ordine ai cerchino le loro differenze; yedremo che le dif- 
fcrenze prime sono 2, 3, 4, 5, ...; le seconde 1, 1, 1» ...; le qaarte 
c le alteriori nulle. Sicch6 sari ^0=1, %o=^^» ^^0= *» ^'y«=0; 
sostitnendo qaesti valori nella formala (4) ed avvertendo di cam- 
biare n in n ~ 1, avremo 

_ n{n-Hl) 

J/n-I- 4 2 • 

Qaanto ai pumeri del qaarto ordine si trofa che le differenze 
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prime sono 3, 6, 10, 15....; le seconde 3, 4, 5,...; le terze 
1,1,1...; le qaarte e le ulterior! nalle. Perci6 facendo ^q = 1 » 
Ayo = 3, ^\ = 3, A^o = *» ^*yo = 0; avremo 

Yeneado ai numeri del quioto ordine vedremo che le diff. 
prime sodo 4,10,20,35...; le seconde 6,10,15...; le terze 
4y6^.*, le qaarte 1,1,1...; le qainte e le ulteriori zero. Cosic- 

cb« sarA vo = 1, %• = 3, A*yo = «, ^\ = ^^.1^%= 1, ^\= 0; 
e coDsegaentemente 

_ n(n -f-lKn 4- 2)(fi + 3) 

*— ' "~ 1.2.3.4 

Dnoqae il termine generale deU'ordioe p sari rappreseotato 
dalla formula 

n-hl nH-2 fi-t-p — 2 

>— « — ^' "aT • ~T^ • ' p — 1 ' 

Come il calcolo diretto dalle differenze serve a determinarc 
il iermine generale d'aoa serie, cosl il calcolo ioverso serve a de- 
termiuare il termine eammaiorio ciod la somma della serie sioo ad 
an termine qualunque di essa. 

Secondo ci6 che dicemmo al n. 19 designeremo con S* la 
somma di n + l termini della serie di cui y^ i il termine che 
ne ba n ayanti di se; ragione per cui avremo 

Soy« = 2ry«-f-y« owero S,*y^ = 2*'*"y,. (19) 

Ci6 posto si vedrft che le formule mediante le quali si ottengono 
gU integrali Ix^lx^.'Sa^ ... (n.22) fatto Ax=:l, e presi gli 
integral! m'edesimi ne' limiti dP = 1, a; = n, danno 

A 1.1 

8|.« = l-j-2H-3...-+-n = g nr-h g n, 

Sp«» = l-h2*4-3V..-+.n' = i n'^ | n«-H ^n. 
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Le serie de'nQOieri figarati cominciaoo dall'uniUi e i loro 
termini generali sono respettifamente 

n n(n4-l) n(n-hl) (nH-2) 
1 ' 1.2 * TO 

or la formala (18) n. 22 ci ik 

Xn(n + i) = ( "-^y-^*^ 



consegaeoteiuente 



••♦•I n(n-+-l) 

« 5 — f 



2. 



n(„+i)=»i!L±i)i!Lt2). 



s-' „(« + 1 ) („ + 2, = •K!Lh*H!L+lL(iL±i) 



e da cid sMnferiscono in virtu della (19) le seguenti formule 

1+2 + 3. .. + «= ^ ' , 

1 + 3 + 6...-— j;^-- j^ . 

i-o-ij-in . n(n + l)(n + 2) _ n[n+l)(n+2)(n+2) 
1 + 4+ 10... + j_ ^^^ , 

cc* 
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APPMDIGE II. 



Formule di Geometria analitica. 



1. L*eqaazioDe generate del piano d 

dove x^y sono Tariabili indipendenti, z fanzione di esse. Sieno 
X, F, Z le coordinate d*on panto qualonqaedello spazio; 9, y, « 
le coordinate d'un panto qualanqae del piano; la distanza D di 
qoesti dae panti sari 



dovendo x^y^x soddisfare alia equazione x = fx-hgy'^h. 

Or siffalta distanza sari perpendicolare al piano se attribai- 
remo ad x,y,x dei valori tali da rendere miniroo il valore della 
fbazione D ( nella qaale z dee considerarai come Tanzione delle 
dae variabili indipendenti x^y); dovranno adanque le derivate 
parziali di D, Tuna presa rispetto ad x^ Taltra ad y essere nalle; 
dunqae 

x-x+(z-z)^=o, y_r+(«-z)|=o, 

saranno le eqaazioni della perpendicolare al piano, e safHcienti 
a determinare la direziooe di essa. L'eq. del piano 2 = /!r + $ry + A 
deve coesistere coUe eq. stesse; dunqae sostitaendovi i Yalori di 

dz ^ *dz 

T-=/, 2" = ^ tratli da essa avremo 

2. Gli angoli a, /d, y che una retta [x = azyy = bz] fa cogli 
assi ortogonali sono dati dalle equazioni 

C0Sa==--r=======r,C0S^= —=====:, COS /= 



ya*4.6« + l ^ v^a*+6»H-l' Vo^+lTl' 
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danqae gli angoli a, 0, y che aaa retta perpendicolare al piano 

iK =/ir H-^y + A e condoUa dal panto [J, F, Z\ fa cogli assi or- 
togonali saranno 

— / —Q ^ 

C0sa== — rT===,C08i3= ^C08r = 



3. Se il piano sara date dalla eqnazione 

JT-h Ix H- Ify H- iVk = 0, 

avremo » = — j^a:— ^y — ^; 

ed ^=-:^' » = -r *=""»' 

laonde « — J=^(«— Z). ,— F=^(« — 7), 

nranno le eqaaziooi della normale coodoUa su qael piano dal 
panto [X, T,Z]; e gli angoli «,0,r avranno i valori che ven- 
gono loro dati dalle equazioni seguenti 

L „ M N 

C08a= r.C08^= — ===r,C08r = 



\/L*+M*+!i* \/L*-hiP+N* ^V+M*+fr- 

k. L'eqaazione del piano langente aappiamo essere (n. 740] 

,-Z = (a:-l)§ + (j,-F)|; 

J_ J- 

[lyTfZ] essendo il panto di contatto, ^ ^ ' J~ ^^^^'^ ^^^^ 

iMdk eq. z=f{x,y) della carva; qai avremo f= t-,j=j-, 
il percbd le eqaazioni della normale saranno 

«_X+(,_Z)§ = 0, y_r+(*-Z)| = 0; 

gli angoli a,/3,7 che qaesla normale far& agli assi ?erranno in- 
dicati dalle equazioni 

dz dx 

2c dy 

cos « = — 7^^ — J ,., ^ - , cos j3= 



V(I)V(|)-' VO- (!)•-' 



COS 7 = 
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1 



V(S'- (D* 



-H 1 



5. Se reqaazione della superflcie sari data soUo la forma 

F{x,y,z) = 0, 
dF dFdz ^ dF dFdx ^ 

dF dF 

... dz dx dz dy 

eqmndi dx^'—dF' 5^ = ""3F' 

dz <b 

oDd'd che Feqaazione del piano tang, si cangeri nella segnenle 

, «.. dF , __ dV I 9m\ dF ^ 
Le equazioni della normale saranno 

Finalmente gli angoli «,^,r si avranno dalle formale scgaenti 

dF ^ 
rfx _ <<y 

dF 

ds 

*^ ~ ^ /7dFV~7dF5~~7dFr»* 

6. Abbiasi una cur?a a doppia carvalara data dalie eqaazioni 
« = /x, z = Fx^ le quali rappresentano le proiezioni di essa sa 
I piani xy^ xz; eliminando x avremo Tequazione della proiezione 
della carva istessa sul piano yz. In qaeste eqoazioni a; ^ la va- 
riablle indipendente; y e 2 sono fanzioni determinate della x. 

Sieno [x,y,a], [a?H- Aa:,y + Ay,a + Aji] doe punti della 
curva : la secante cbe passa per qucsti punti farft cogli assi an- 
goli i cai coseni saranno i segueoti 

Ax Ay '^ Ajc 

y A«* -h Ay« 4- Ajk* ' \/Aa?' -+- Ay' -h A«* ' v^Aa?* H- Ay* -+- A«'' 



■ 1 f 



I 
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ovvero 

Lx ^ , Ay 



Vt-©'-{£) V«*©'-©' 



A£ 

Aj; 



V « - ©•- (e) 



A misura che Ax decresce i rapporti r^ > t* ^^ avvicioano ai 
limiti ^ , ^y ciod alle deriVate delle funzioni yz=fXjy=zFx; 

indicando a, ^, y gli angoli che la tangente A cogli asai avremo 
adunqae 

dx dy 

dx dx 

cos « = — , =r , cos fl = — . » 

dz 
dx 

cosr= 



le derivate ^, ^saraDno date dalle equazioni yzrzfx^y^zFx. 
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Pag. '250, n. 418, si aggloDga qaanto segae; 

infatti ae la /aDzione«:sf(0,y) defia aMfuialave an valore masaimo 
mioiino per x:=za^,y=:: y^zizax^b, doftk la derhata d! u preaa 

rapporto ad jd cioA JJ -^ J" ^ per a: = a?o, y = yo = «^« -♦- * "sul- 
tare Dolla; ora ^=a, danque 

(te dy "" * 
la qaale eqaazione doyendosi yerificare per qualanqae yalore di a ai ri- 

aolve oeceaaariameote nolle doe aegaenli w~ = 0, ^i = 0. 
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